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Chapitre 1

Notions fondamentales sur les
Groupes

1.1 Premiéres définitions

Rappellons tout d’abord qu'une loi de composition sur un ensemble E est
la donnée dune application :

¥ EFExFE — E
(r,y) = xx*y

Définition 1.1.1 Un groupe G est un ensemble non vide muni d’une loi de
composition * : £ x E — FE vérifiant :

1. “x” est associative, c’est a dire :
3
V(z,y,2) € E°, (x*xy)*z=uxx*(yx*2).
2. “«” admet un élément neutre eg, c’est a dire :

deqg € G, Vr € G, eg*xx =1 *eqg = .

3. Tout élément x de G admet un inverse noté x =1, c’est & dire :

VeeE, v ' eE, zxrt=a1x2=eq.

On dira de plus que le groupe (G, ) est commutatif (ou abélien) si la loi de

(13 7

composition “x” est commutative, c’est a dire :

V(z,y) € E% xxy=1yx*uz.



1.1. Premieres définitions

Par abus de notation, la plupart du temps, nous noterons G au lieu de (G, *)
pour désigner un groupe. Il faut néanmoins bien avoir en téte que la structure
de groupe dépend des deux données : celle de I'ensemble G et celle de la loi
de composition “x*”.

Remarquons que I’élément neutre e d’un groupe G est unique ainsi que
I'inverse d'un élément. Traditionellement, la loi “*” est souvent notée mul-
tiplicativement c’est a dire qu’on remplace “*” par “.” dans la définition ci-
dessus (on omettra méme parfois “.” de sorte que x.y sera noté xy), 1’élément
neutre est alors parfois noté 1. Cependant, dans le cas ou G est commutatif
(et seulement dans ce cas!), on utilisera parfois une notation additive : on
remplace alors x par + dans la définition ci-dessus, I’élément neutre est alors

noté 0 et 'inverse d’un élément z € G est noté —zx.

Exemple.

—_

. R (rep. Q) muni de 'addition est un groupe commutatif.
R* (rep. Q*) muni de la multiplication est un groupe commutatif.
Z muni de 'addition est un groupe commutatif.

Ll

Z* muni de la multiplication n’est pas un groupe, 2 (par exemple)
n’ayant pas d’inverse dans Z.

5. Soit £ = {1,--- ,n} alors ’ensemble des bijections de F dans E, muni
de la loi de composition est un groupe (d’élement neutre 'identité), non
commutatif en général, et appelé groupe symétrique. On le note S,,.

6. L’ensemble GL,(R) des matrices carrées n x n inversibles a coefficients
dans R et muni de la multiplication est un groupe non commutatif en
général. L’élément neutre est la matrice identité.

7. L’ensemble M, (R) des matrices carrées n x n a coefficients dans R et
muni de la multiplication n’est pas un groupe en général (la matrice de
M, (R) possedant tous ses coefficents nuls n’est pas inversible).

8. Plus généralement, si V' est un espace vectoriel sur un corps k (=R ou
C), 'ensemble des bijections linéaires G Ly (V') muni de la composition
est un groupe, non commutatif en général.

Parmi les exemples ci-dessus, le groupe Z possede des propriétés parti-
culieres, entre autre une autre loi : la multiplication qui donne une structure
plus riche a cet ensemble : ¢’est un anneau (cf le cours du 2eéme semestre).
Nous nous servirons dans la suite particulierement des propriétés suivantes
(il est ici tres important de les maitriser).

— 7 est muni de la division euclidienne c’est a dire que pour tout n € Z

et m € Z*, il existe ¢ € Z et v € N tel que 0 < r < |m]| et tel que :

n=mq-+r.
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— Pour n € Z et m € Z tous les deux non nuls, on note pged(m,n), le
plus grand (au sens de la divisibilité) entier positif divisant m et n.
C’est aussi I'entier positif ¢ vérifiant :

Vo € Z, xlm et x|n <= z|c.

Si pged(m, n) = 1 alors on dit que m et n sont premiers entre eux.
— Le théoreme de Gauss : si a est premier avec b et divise bc alors il divise
c.
Revenons a la structure de groupe. Donnons quelques regles et remarques
relatives aux calculs dans un groupe G.
~ Onaeg' =eg et pour tout v € G, on a (z71) 7! = .
— Pour tout (z,y,2) € G®, on a :

TY =2z =Yy =2 et Yyr = 2x => Yy = 2.

— Par la regle d’associativité, il est inutile de garder les parentheses
dans une expression. Ainsi, un produit quelconque d’éléments z; (i =
1,--+,n) de G sera noté xyxs - - - x,.

~ Si x et y sont deux éléments de G alors zyy 'z~! = eg. Il suit que
(xy)~t = y~ 1z~ qui est différent de z7 'y~ en général (si le groupe
n’est pas commutatif).

— Pour x € G, on notera z" I’élément g - - - xx si n est positif avec comme

e —

1

n fois
convention ° = eg. Pour n négatif, on note 2" = (z7!)™™. On a alors

les regles de calculs :

0

" = et (™)™ = 2™

Définition 1.1.2 On dit qu’un groupe G est fin: si il comporte un nombre
fini d’éléments. L’ordre de G noté o(G) est par définition le cardinal de G.
Si G comporte un nombre infini d’éléments, on dit que G est d’ordre infini.

Exemple.
1. Le nombre de bijections de {1,--- ,n} dans {1,--- ,n} étant égal a n!,
on en déduit que le groupe symétrique &,, est un groupe fini d’ordre
nl.

2. On considere Pensemble {0,1} muni d’'une loi interne notée “+” et
définie par 0+0=0,04+1=1+0=1et 14+ 1 = 0. Il est immédiat
de vérifier qu’on obtient une structure de groupe commutatif d’ordre
2. Ce groupe sera noté Z/2Z dans la suite.



1.2. Sous-groupes

1.2 Sous-groupes

Définition 1.2.1 Soit G un groupe et * sa loi de composition. On dit que
H C G est un sous-groupe de G si :

1. H est non vide,

(1%

2. la restriction de la loi “x” & H x H prend ses valeurs dans H et induit
une structure de groupe sur H.

Ainsi, un sous-groupe d’un groupe H est lui-méme un groupe pour la loi
de composition restreinte a H. Notons que I’ensemble des sous-groupes d’un
groupe G est ordonné (partiellement) par I'inclusion. Une notation classique
pour “H sous-groupe de G” est H < G.

Si G est un groupe alors G et {eg} (ol e est I'élément neutre de G) sont
des sous-groupes de G appelés sous-groupes triviauz. Les sous-groupes non
triviaux de G sont appelés les sous-groupes propres de GG et on notera alors

H<G.

Exemple.

1. Z est un sous-groupe de QQ lui méme sous-groupe de R, lui méme sous-
groupe de C pour la loi d’addition.

2. Sin € Nog, I'ensemble nZ := {nk | k € Z} est un sous-groupe de Z.
En effet, nZ est non vide et si (z,y) € nZ x nZ alors x +y € nZ. La
loi + est associative, 0 est I’élement neutre et il est dans nZ. De plus,
si x € nZ, on a —x € nZ. On verra dans le chapitre suivant que ces
sous-groupes sont en fait les seuls sous-groupes de Z.

3. Sin € N, l'ensemble C,, = {z € C | 2" = 1} des racines niemes de
I'unité est un sous-groupe de C muni de la multiplication. En effet, cet
ensemble est non vide car 1 € C,,. De plus, si 2" = 1 et y" = 1 pour x et
y dans C alors (xy)™ = 1 : la restriction de la loi de multiplication a C,, X
C,, prend donc ses valeurs dans C,,. Elle est évidemment associative.
L’élément neutre 1 est dans C,, et I'inverse d’un élément x dans C,, est
dans C,, : si 2" = 1 alors (z")™' =1 = (z7})".

La proposition suivante fournit une définition équivalente a la notion de

sous-groupe.

Proposition 1.2.2 Une partie H d’un groupe G est un sous-groupe de G si
et seulement si :

1. H est non vide.

2. Pour tout x ety dans H, on a xy~* € H.
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Preuve.

— Supposons que H soit un sous-groupe de G. Alors, par définition H est
non vide. Soit z et y deux éléments de H. Alors, z et y~! sont dans H
donaxyte H.

— Supposons maintenant que H est non vide et vérifie la propriété sui-
vante : V(x,y) € H?, zy™' € H.

1. Montrons tout d’abord que eg (I’élément neutre de G) est dans
H. Comme H est non vide, il existe un élément x de H, alors on
a par hypothese zx=! € H d’'oll e € H.

2. Montrons que si x est dans H, alors 7! est dans H. Soit donc
x € H, alors, comme eg € H, on a par hypothese eqz™! € H d’on
—1
x € H.

3. Montrons enfin que si (z,y) € H? alors ry € H. Soit donc (z,y) €
H?. Alors, x € H et y~! € H d’apres (2). Donc, par hypothese,
onaz(y ')' € H mais (y')' =y donc zy € H.

Ainsi, la loi de composition restreinte a H x H prend ses valeurs dans H
par (3). Cette loi est associative (car G est un groupe), on a l’existence
de I’élément neutre par (1) et de I'inverse par (2). On en déduit que H
est bien un sous-groupe de G.
O
En général, pour montrer qu’un sous-ensemble H d’un groupe G est un sous-
groupe, on montre tout d’abord que I’élément neutre es est dans H ce qui
montre que H est non vide. La proposition suivante nous donne un exemple
important de sous-groupe.

Proposition 1.2.3 5i G est un groupe quelconque, ’ensemble suivant :
Z(G):={2€G|VgeG, zg=gz}

est un sous-groupe de G appelé le centre de G.

Preuve. On va utiliser la proposition 1.2.2. I.’élément neutre eg est dans H,
en effet, pour tout x € G, on a reg = egx. On en déduit que H est non vide.
Soient maintenant x et y deux éléments de Z(G), on veut montrer que zy !
est dans Z(G) c’est a dire que pour tout z € G, on a zay~! = xy~'z. Soit
donc z € G. Comme z € Z(G), on a zx = zz, on a donc zzy ' = xzy L.
Ensuite, comme y € Z(G) et comme 27! € G, il suit que yz=! = z7!y. En
inversant de chaque coté de 1’équation, on obtient zy~! = y~'z. Finalement,

on conclut que zay~! = xzy~! = vy 'z ce qu’il fallait montrer.
O
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D’autres sous-groupes classiques d’un groupe G sont donnés par les exemples
suivants :

Exemple.

1. Si G est un groupe quelconque, A une partie de GG, ’ensemble suivant :
Co(A) ={x e G |Vae A, za=azx}

est un sous-groupe de G (a faire en exercice) appelé le centralisateur

de A dans G.

2. Si G est un groupe quelconque, B une partie de GG, ’ensemble suivant :
Ng(B) ={zx € G| xBx™' = B}

est un sous-groupe de G (& faire aussi en exercice) appelé le normalisa-
teur de de B dans G. Rappellons la notation Bz~ := {zbz~! | b € B}.

Proposition 1.2.4 L’intersection d’une famille quelconque de sous-groupes
de G est un sous groupe de G.

Preuve. Soit G un groupe et {H; };c; une famille de sous-groupes de G. On
veut montrer que H := ﬂ H; est un sous-groupe de G. On utilise pour cela
i€l
la Prop. 1.2.2.
1. H est non vide car ’élément neutre eg de GG est dans tous les H; pour
1 € 1, il est donc dans H.

2. Soit (z,y) € H? On veut montrer que xy~! est un élément de H. Il

suffit de montrer que pour tout ¢ € I, xy~! € H;. Soit donc ¢ € I, alors
x et y sont des éléments de H; (puisqu'’ils sont dans H). H; étant un
sous-groupe de G, on a alors xy~! € H; d’apres la Prop. 1.2.2. Donc
ry '€ H.
O
Attention!!! La réunion de deux sous-groupes n’est pas toujours un sous-
groupe. Par exemple, 27 et 37Z sont des sous-groupes de Z mais 2ZU3Z n’en
est pas un : 2 et 3 sont dans 2Z U 3Z mais pas 2 + 3 = 5, la loi + n’est donc
pas interne dans 27 U 3Z!!!

1.3 Homorphismes de groupes

Définition 1.3.1 Soient G et H deux groupes. Une application f : G — H
est un homomorphisme (ou morphisme) de groupes si et seulement si elle

8
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vérifie :
V(z,y) € G x G, f(zy) = f(z).f(y).

On notera Hom (G, H) I’ensemble des homomorphismes de G dans H.

Un homomorphisme de groupes est donc une application “compatible”
avec les lois de compositions induites par les structures de groupes. Atten-
tion encore aux notations de ces lois : dans la définition ci-dessus, les lois
internes sont notés multiplicativement.

Exemple.

1. Si G est un groupe, 'application identité est un homomorphisme de
groupe (de G dans G).

2. Si G est un groupe et H un sous-groupe de G alors 'application sui-
vante :

f: H — G

r —
est un homomorphisme de groupes injectif (appelé injection canonique).

3. Soit n € Z alors 'application suivante :

f: 7 — Z

m = nm

est un homomorphisme de groupes. En effet, si (m,m’) € Z?, on a
fm+m') =nm+nm' = f(m) + f(m’) (structures additives!!)
4. L’application
det: GL,(C) — C*
M — det(M)

est un homomorphisme entre les groupes GL,(C) et C* (structures
multiplicatives).

Remarque 1.3.2 Remarquons que si f : G — G’ est un homomorphisme
de groupes, si eg est 'élément neutre de G et e celui de G, on a f(eg) =
eqr. En effet, f(eg.eq) = f(eq).f(eq) d'une part et comme eg.e¢ = eg, on
obtient, f(ec) = f(eq).f(eq) dou f(eq) = ec.

De plus, si z est un élément de G, on a e = f(eg) = f(z.x™l) =

Fa)-f(@) dot fa) = fla) .

Définition 1.3.3 Un homomorphisme de groupes bijectif est appelé un iso-
morphisme. On dit que G et G’ sont isomorphes si il existe un isomorphisme
de G dans G'. On note alors G ~ G’. Un isomorphisme de G dans G est
appelé un automorphisme.
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Exemple.

1. Si G est un groupe, 'application identité est un isomorphisme de groupe
(de G dans G) donc un automorphisme.

2. On considere le groupe R muni de I'addition et 'ensemble R” qui est un
groupe relativement a la loi de multiplication. Soit ’application expo-
nentielle exp : R — R% . C’est un homomorphisme de groupes car pour
tout (a,b) € R? on a exp(a + b) = exp(a)exp(b). Cet homomorphisme
étant bijectif, ¢’est méme un isomorphisme de groupes.

Bien str, si G et G’ sont isomorphes, G’ et G le sont aussi. Les propriétés
des groupes sont “invariantes” par isomorphisme c’est a dire que si G ~ G’,
G possede une méme propriété de groupes si et seulement si G’ la possede
aussi. Par exemple, on vérifie facilement que si G ~ G’, G est commutatif si
et seulement si G’ est commutatif. Ainsi, en théorie des groupes, on cherche
a classifier les groupes a isomorphisme pres.

Proposition 1.3.4 Soit f : G — G' un homomorphisme de groupes. Alors
f est un isomorphisme si et seulement si il existe g : G' — G un homomor-
phisme de groupes tel que fog= Ildg et go f = ldg.

Preuve. Si il existe ¢ : G — G un homomorphisme de groupes tel que
fog=1Idg et go f =1Idg alors f admet une application inverse g et donc
f est une bijection. f est donc un isomorphisme.

Réciproquement, si f est un isomorphisme alors f est une bijection donc
f admet une application inverse g. Montrons que g est un homomorphisme
de groupes. Soit 2’ et ¢y deux éléments de G’, on veut montrer que :

g(z'y") = g(2")g(y).

Il existe des (uniques) éléments z et y de G tels que f(x) =2’ et f(y) =¥
Alors, en utilisant le fait que f est un homomorphisme de groupes, il suit :

9(2'y) = g(f(@)f(y)) = g(f(zy)) = xy = g(a")g(y).

Donc ¢ est bien un homomorphisme de groupes tels que f o g = Idg et

go f=Idg.
0

Proposition 1.3.5 Soient G, G' et G” trois groupes.

1. Sif:G— G etg:G — G" sont deur homomorphismes de groupes.
Alors g o f est un homomorphisme de groupes.

2. 8i f:G — G est un isomorphisme de groupes alors {1 : G — G’ est
un isomorphisme de groupes.

10
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3. L’ensemble Aut(G) des automorphismes de G est un groupe pour la loi
interne donné par la composition o.

Preuve. On prouve (1). Soit (z,y) € G?, alors f(zy) = f(x)f(y) car f est
un homomorphisme de groupes. On obtient g(f(zy)) = g(f(z)f(y)). Comme
g est un homomorphisme de groupes, il suit g(f(zy)) = g(f(x))g(f(y)) ce
qu’il fallait montrer.

On prouve (2). La proposition précédente nous montre que f~': G — G’
est un homomorphisme de groupes. Cet homomorphisme possede un homo-
morphisme inverse qui est f donc c¢’est un isomorphisme.

Ces 2 propriétés nous fournissent la preuve de I'existence d’une structure
de groupe sur Aut(G) avec loi interne donnée par la composition, qui est bien
associative. L’élément neutre est 'identité.

O

Définition 1.3.6 Soit f : G — G’ un homomorphisme. Le noyau de f noté
Ker f ou Ker(f) est I'ensemble {z € G; f(z) = ee:} C G. L’image de f noté
Im f ou Im(f) est 'ensemble f(G) ={f(x) e G' |z € G} C G".

Proposition 1.3.7 Soit f : G — G’ un homomorphisme de groupes.

1. Si H est un sous-groupe de G, f(H) est un sous-groupe de G'. En
particulier, Im(f) est un sous-groupe de G.

2. Si H est un sous-groupe de G', f~Y(H) :={zx € G | f(x) € H} est un
sous-groupe de G. En particulier, Ker(f) est un sous-groupe de G.

Preuve. On prouve (1). Tout d’abord, f(H) est non vide car H est non
vide. Soit y; € f(H) et yo € f(H). On veut montrer que yy," € f(H). 1l
existe 1 € H et xy € H tels que y; = f(z1) et yo = f(z2). De plus, d’apres
la remarque 1.3.2, on a y,* = f(z;"). Comme f est un homomorphisme de
groupes, on obtient :

vy = f(@) flagh) = famay ).

Or, H est un sous-groupe de G, on a donc zyz,* € H donc y1y, ' € f(H).
Donc f(H) est un sous-groupe de G’. En particulier f(G) = Im(f) est un
sous-groupe de G'.

On prouve (2). Tout d’abord f~!(H) est non vide car f(eq) = eer € H
d’apres la remarque 1.3.2. On a donc eg € f~1(H). Soit y; € f~'(H) et
Yo € f7Y(H). On veut montrer que 5" € f~'(H). On a par définition
f(y1) € H et f(y2) € H donc f(y1)f(y2)~ € H car H est un sous-groupe de
G. Comme f est un homomorphisme de groupes, on a :

Fln)fy2) ™ = fl)fua?) = flny ).

11
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Donc f(y1y;') € H ce qui prouve que y1, " € f~H(H) donc f~'(H) est un
sous-groupe de G. En particulier f~!({ec'}) = Ker(f) est un sous-groupe de

G car {eq'} est un sous-groupe de G'.
0

Théoreme 1.3.8 Soit f : G — G' un homomorphisme entre G et G'. Alors,

1. f est injective si et seulement si Ker(f) est réduit a [’élément neutre
de G.

2. f est surjective si et seulement si Im(f) = G’
Preuve. On prouve (1). Supposons f injective. Soit x € Ker(f) alors f(z) =
ecr. Mais on sait que f(eg) = eqr. 1l suit donc x = eg donc Ker(f) = {ec}.
Réciproquement, si z et y sont deux éléments de G tels que f(z) = f(y) alors
flzy™) = e car f est un homomorphisme donc ry~! = eg et donc z = y.
Donc f est injective. (2) est évident via la définition de Tm(f).
0
Signalons également le résultat tres utile suivant. Soit G et G’ deux en-
sembles finis et f : G — G’ une application, alors :

1. Si f est bijective, G et G’ ont méme cardinal.
2. Si G et ' ont méme cardinal et si f est surjective, f est bijective.
3. Si G et G’ ont méme cardinal et si f est injective, f est bijective.

En théorie des groupes, ces remarques se traduisent de la fagon suivante :

Proposition 1.3.9 Soit G et G' deuz groupes finis et f : G — G’ un homo-
morphisme de groupes, alors :

1. Si f est un isomorphisme, G et G' ont méme ordre.
2. Si G et G’ ont méme ordre et si f est surjective, [ est un isomorphisme.

3. Si G et G' ont méme ordre et si f est injective, f est un isomorphisme.

1.4 Sous-groupes engendrés

Définition 1.4.1 Soit G un groupe et S une partie de GG. L’intersection de
tous les sous-groupes contenant S est appelé le sous-groupe engendré par S.
Il est noté < S > et c’est le plus petit (au sens de l'inclusion) sous-groupe
contenant S.
Ainsi < S >= H si et seulement si H est un sous-groupe de G vérifiant :

1. SCH,

2. Si S € H' pour un sous-groupe H' de GG alors H C H'.

12
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Si S est une partie d’un groupe . On notera :

St={zt|zeS}ca.

Proposition 1.4.2 Soit G un groupe et S une partie de G.
1. 818 =0 alors < S >={eg}.
2. 8i S # 0 alors on a :

<S>={r=xzx9- 1, |Vic{l,--- ,n}, 1 € SUS™' neN}

Preuve. (1) est évident car {eg} est un sous-groupe de G, il contient () et
est contenu dans tout sous-groupe de G. Montrons (2). Il faut vérifier que
l'ensemble H = {z = z129 -2, |Vi € {1,--- ,n}, z, € SUS™!, n € N} est
le plus petit sous-groupe contenant S.

1. H est bien un sous-groupe de G. En effet, il est non vide car S est non

vide. De plus, si x € H et y € H alors il existe une suite d’éléments
r; € SUS aveci € {1,--- ,n} (n € N) et unesuite y; € SU S~ avec
jeA{l,---,m} (m €N) telles que x = x1x9- X, €t Y = Y1y2* * Y.
Alorsonazy ™ =21 2y(Y1 - Ym) P =212yt oy; b avee a; €
SuUS™pourie{l,---,n} etyj_1 e SuStavecje{l,---,m}. On
a donc xy~! € H. Par la Proposition 1.2.2, H est bien un sous-groupe
de G.

2. H contient S : c¢’est évident par la définition de H.

. Soit H' un sous-groupe de GG contenant S. On veut montrer que H C
H'. Soit donc x =z - -z, € H avec z; € SUS ! pouri € {1,--- ,n}
(n € N). Soit i € {1,---,n}, si x; € S alors x; est dans H’ par hy-
pothese. Sinon, z; € S~! mais alors z;' € S donc z;' € H’' par
hypothése et comme H' est un sous-groupe (z;')™! = x; € H'. 1l suit
x; € H' pour tout ¢ € {1,--- ,n}. Mais comme H’ est un sous-groupe,
le produit d’éléments de H' est dans H' donc x = x1---x, € H'. On
en déduit donc H C H'.

Donc H est le plus petit sous-groupe de G contenant H, on en déduit donc
H=<§>.

O

Définition 1.4.3 Soit G’ un groupe et S une partie de G. Si G =< S >, on
dira que S est une partie génératrice de G (ou que S engendre GG). On dira
que G est de type fini si une partie finie de G engendre G.

Exemple. :

13



1.4. Sous-groupes engendrés

1. Le groupe Z muni de l'addition est engendré par un élément : 1.
En effet si n € Z, alors n = 1 +1+---+1 si n est positif et n =
—_—

n fois

—1—1—---—1 si n est négatif. Donc Z est de type fini.

vV
—n fois

2. Soit C;, le groupe des racines nieme de 'unité muni de la multiplication.

T
Alors, C,, est engendré par 1’élément exp(—). En effet, si z € C,, alors
n

2k
) p—

2" = 1 donc il existe & € {1,---n — 1} tel que z = exp(

2i 21
exp(—W) e exp(l). Donc C), est de type fini.
n n
k};is
Si G est un groupe et g1, ¢o, ..., g, des éléments de G on notera souvent
< g1, ,gn > auliende < {gy,- -+, g} > pour le sous-groupe engendré par

la partie {g1,- -+, gn} de G.

Remarque 1.4.4 Si G est un groupe alors G =< GG >. En particulier tout
groupe fini est de type fini. La réciproque est fausse : Z est un groupe infini
... de type fini.

Bien stir, si G est de type fini, il n’y a pas unicité de la partie génératrice :
Z est engendré par Z mais aussi par par {1} par exemple.

Définition 1.4.5 Soit G un groupe et soit  un élément de G. On dit que
x est d’ordre fini si il existe n € N tel que 2™ = eg. On note alors

o(z) = min(n € N5y | 2" = eg},
lordre de 'élément .

Exemple.
i
1. Considérons le groupe C,, des racines niemes de 1'unité alors exp(—)
n
est d’ordre n.

2. Soit le groupe G Ly(C) des matrices inversibles a 2 lignes et 2 colonnes.

. ‘ [0 -1 s (-1 0
Oncon81derelamatrlceA—(1 0 ).OnaA —( 0 _1),

A3 = _01 (1) et A* = ( é ? ) La matrice A est donc d’ordre 4
dans GLy(C).

14



1.4. Sous-groupes engendrés

Proposition 1.4.6 Soit G un groupe et soit x un élément d’ordre fini dans
G. Alors le sous-groupe < x > est fini et :

o(z) = o(< x >).
Ainsi, le sous-groupe < x > comporte o(x) éléments. De plus,
<x>={eg,x, 2% - 2"}

Preuve. Soit = un élément d’ordre fini dans un groupe G. On note n = o(x).
Sin =1 alors x = eq et le résultat est evident. Supposons donc n > 1.

Nous allons tout d’abord montrer que {eg,z,z% -, 2" 1} =< x >.
L’inclusion C est immédiate car < x >= {z* | k € Z}. Soit a € <z >. 1l
existe k € Z tel que a = x*. On effectue la division euclidienne de k par n. I
existe ¢ € Z et r tel que 0 < r < n tels que k = ng + r. Alors :

ZL’k — an+r — (:L,n>ql,'r — etéxr — ZL‘T

Donca = 2" € {e,z,2?,--- , 2" '}. Il reste & montrer que {eq, x, 2, -+, 2" '}
possede n éléments distincts. Supposons qu’il existe i et 7 tels que 0 < i <
j < nettels que 2' = 27. Alors, on a 277% = eg avec 0 < j — 1 < n ce qui est
une contradiction car z est d’ordre n. Ainsi {eg,z,2?, -+, 2"} possede n
élément distincts et on a bien o(x) = o(< x >).
OJ

Notons en particulier le fait remarquable suivant : si ° = eg dans un
groupe G alors o(x) divise s. En effet, toujours en utilisant la division eucli-
dienne de s par o(z), on a s = o(x)k +r avec r € {0,1,--- ;o(z) — 1} d’ou
x" = eq et donc r = 0 par la définition de l'ordre (car r < o(z)).

Définition 1.4.7 On dit qu'un groupe G est monogene si il contient une
partie génératrice a un élément. Un groupe est dit cyclique si il est monogene
et fini.

Théoréme 1.4.8 (Classification des groupes monogenes) Soit G un groupe
monogene.

1. 51 G est infini, G est isomorphe a Z.
2. Si G est fini d’ordre n, G est isomorphe a C,, :=={z € C | 2" = 1}.

Preuve. Soit G un groupe monogene et soit x un générateur de G.

1. Si G est infini. Soit f : Z — G défini par f(n) = 2" pour tout n € Z.
f est un morphisme de groupes car f(n +m) = "™ = f(n)f(m)
pour tout (n,m) € Z2 f est surjective car tout élément de G est de

15



1.4. Sous-groupes engendrés

la forme x™ pour n € N car G est monogene. Enfin, f est injective :
supposons qu’il existe n € Z tel que f(n) = eg. On obtient alors
"™ = eqg. Supposons n # 0, il existe m € Ny tel que 2™ = eg (ce m
étant égale a n ou —n selon que n est positif ou négatif). D’apres la
proposition précédente, x serait alors d’ordre fini ce qui est absurde car
G est infini. Donc Ker(f) = {e¢} et donc f est injective. Il suit que f
est un isomorphisme.

2. Si G est fini. Alors, on a vu dans la proposition précédente que
G = {B,ZE, 1'2, e 71:”_1}7

9
ou n = o(z). Posons w = exp(ﬂ). On sait que
n

Cn = {170)7 [ 7wn—1}‘

On définit alors I'application h : C,, — G défini par h(w*) = 2* pour
tout k € {0,1,--- ,n — 1}. Montrons que f est un homomorphisme de
groupes. Soit (k,1) € {0,1,--- ,n — 1}*

- Sik+1<n—1 Alors:

h(w*wh) = (W) = 2" = 2F2! = h(WF)R(Wh).
—Sik+l>n—-lalors0<k+1l—-—n<n-—1. Alors:
h(wkwl) _ h(u)kﬂwin) — h(wkﬂin) — karlen — xkxl — h(wk)h(wl),

car w" =1et 2" = eq.
Donc f est un homomorphisme de groupes. De plus, f est surjective
par définition de G donc bijective car les 2 groupes ont méme ordre
(voir la proposition 1.3.9).

Proposition 1.4.9 Tout groupe monogene est commutatif.

Preuve. Ceci résulte de la classification des groupes monogenes et du fait
que Z et C, sont des groupes commutatifs.

O
Exemple. On considere le groupe &3 des bijections de {1, 2,3} dans {1, 2, 3}.
Ce groupe possede 6 éléments. ¢ € G35 est entierement déterminé par la
donnée de o(1) € {1,2,3}, 0(2) € {1,2,3}\ {o(1)} et 0(3) € {1,2,3}\
{o(1),0(2)}. On notera alors :



1.4. Sous-groupes engendrés

Les 6 éléments de &3 sont :

(123 (123 (123
—{12 3 1=\ 921 3 2=\ 13 2
(123 (123 (123
3=\ 3 91 94=\ 9 3 1 %=\3 1 9

Déja 63 n’est pas monogene car il n’est pas commutatif : oy 0 05 = 04 et
09 0 01 = 05. On vérifie que 'identité est d’ordre 1, o1, 09 et o3 sont d’ordre
2, 04 et o5 d’ordre 3.

En fait, G5 est engendré par oy et 0y. En effet, on vérifie que o4 = 01003,
05 = 09001 €t 03 =04001 =071009007.

(]

[\)
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Chapitre 2

Groupes quotients

2.1 Relations d’équivalence

Dans cette premiere partie, on étudie les intéractions entre un groupe G et
ses sous-groupes. On va pour cela définir une certaine relation d’équivalence.

Rappellons qu’une relation d’équivalence R sur un ensemble S est une
relation binaire possédant les propriétés suivantes :

1. R est reflexive, c’est a dire :
Ve e S, vRx.
2. R est symétrique, c’est a dire :
V(z,y) € S?, 2Ry = yRux.
3. R est transitive, c’est a dire :
Y(z,y,2) € S (2Ry et yRz) = 2Rz

Nous allons maintenant définir deux relations d’équivalence sur un groupe
arbitraire a I’aide de la loi interne définie sur celui-ci.

Proposition 2.1.1 Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On
définit les deux relations ci-dessous :

~ 2Ry si et seulement si xy~' € H,

~ 2Ray si et seulement siytx € H.
Alors, Ry et Ry sont des relations d’équivalences.

Preuve. On fait la démonstration pour R4, la démonstration pour R, étant
identique.

18



2.1. Relations d’équivalence

1

1. Ry est reflexive. Soit x € G alors zx™ = eq € H car H est un sous-

groupe de GG. Donc on a zR4x.

2. R est symétrique. Soit x € G et y € G tels que xRy alors zy~! € H.
Il suit (zy~')~! € H et donc yz~! € H. Donc on a yRix.

3. R est transitive. Soit (z,y, z) € G? tel que TRy et yR1z. On a donc
2yt € H et yz~! € H. Le produit de ces deux éléments est donc dans
H. On obtient donc zy~'yz=t = 227! € H. Ceci implique 2R z.

OJ

Définition 2.1.2 Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.
— La relation R est appelée congruence a droite modulo H. 1.’ensemble
des classes d’équivalence est noté H \ G.
— La relation Ry est appelée congruence a gauche modulo H. L’ensemble
des classes d’équivalence est noté G/H.
Le cardinal de I'ensemble G/ H est appelée l'indice de H dans G et il est noté
G : H].

Proposition 2.1.3 Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Les classes
de congruence a droite et a gauche d’un élément x € G modulo H sont
respectivement éqales a Hx et xH.

Preuve. Soit x € GG et soit y € G un élément dans la classe de congruence a
droite modulo H de 2. On a donc yR,z c’est & dire yz= € H. Il suit donc
y € Hx. Réciproquement, si y € Hx alors yz=' € H et donc yRix donc
y est un élément dans la classe de congruence a droite modulo H de x. La
démonstration pour R, est identique.
O
Ces remarques nous permettent de démontrer le résultat important sui-
vant.

Théoréme 2.1.4 (Théoréme de Lagrange) Soit G un groupe fini et H
un sous-groupe de G. Alors on a :

o(G) =[G : Hlo(H).

En particulier, l'ordre de H divise [’ordre de G.

Preuve. La proposition précédente nous montre que le cardinal d’une classe
d’équivalence de G/H est égale au cardinal de zH c’est a dire a 'ordre
de H. Les classes d’équivalence réalisent une partition de G c’est a dire
que tout élément de G est dans une et une seule classe d’équivalence (c’est
une propriété générale des classes d’équivalence). On a donc [G : H] classes
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2.2. Sous-groupes normaux

d’équivalence, chacune de cardinal o(H). Il en résulte que le cardinal de G
est égal a [G : H|o(H) d’ou le résultat.
(]
On en déduit quelques résultats remarquables.

Corollaire 2.1.5 Soit G un groupe fini et x € G alors o(x) divise o(G) et
on a %% = egq.

Preuve. Le sous-groupe < = > est d’ordre o(x) et d’apres la proposition
précédente, cet ordre divise 'ordre de G. On note p := [G :< 2 >]. On a
donc o(G) = po(z). Par définition de l'ordre, on a z°@® = e donc 2°(¢) =
(2°@)P = eg.

~

O

Corollaire 2.1.6 Un groupe fini G dont l'ordre est un nombre premier est
cyclique.

Preuve. Soit z un élément de G distinct de I’élément neutre. Ceci implique
que l'ordre de z est plus grand que 1. D’apres le corollaire précédent, cet ordre
divise l'ordre de G. Cet ordre étant premier, on en déduit que o(z) = o(G).
Le sous-groupe < x > de G comporte donc o(G) éléments distincts, il est
donc égale a GG. Donc G est monogene et fini, G est donc cyclique.

O

2.2 Sous-groupes normaux

Avant d’étudier plus précisement les structures de ces classes de congruence
attachées a un sous-groupe, nous nous intéressons a certains sous-groupes
particuliers.

Définition 2.2.1 Soit G un groupe, un sous-groupe H est dit normal (ou
distingué) si et seulement si :

Ve e G, xHa™' = H.

On note alors H <1 G.

On rappelle que tHz ™! := {zgr ' € G | g € H}.
Proposition 2.2.2 Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors :

H<G < V2 eG, zHx ' C H.
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2.2. Sous-groupes normaux

Preuve. Le sens = est trivial. Réciproquement, supposons Vz € G, vHx~! C
H. Soit x € G, on veut montrer tHx~! = H. On a déja vHz~! C H par
hypothese. Soit y € H alors z~lyx € 7' H(x~1)~! C H par hypothese. Donc
y=x(zyr)r € xHz™'. On a donc H C xHx L.

O
Exemple.

1. Si G est un groupe, ses deux sous-groupes triviaux, G et {eg}, sont
normaux.

2. Si G est un groupe commutatif, il est clair que tout sous-groupe de G
est normal.

3. Soit G := GLy(R) le groupe des matrices inversibles a deux lignes et

deux colonnes. On considere K := {( (1) Cll > la € ]R}. On montre

facilement que K est un sous-groupe de GG. Posons x = ( 1 (1] ) e G.

Alorson a 27! = < _11 (1) ) Soit a € R, alors :

1 a 41 _(1=a a
Lo 1) =\ —a ax1 )

Cet élément n’étant clairement pas contenu dans K en général, K n’est
pas normal.

Proposition 2.2.3 Soient G et G' deuz groupes et soit f : G — G’ un
morphisme de groupes.

1. Soit H' <G, alors f~Y(H') < G. En particulier Ker(f) < G.
2. Soit H <G et supposons que f est surjective alors f(H) <1 G'.

Preuve.
1. Soit H' <1 G'. On sait déja que f~'(H’) est un sous-groupe de G (voir
la proposition 1.3.7). Montrons que ce sous-groupe est normal. Soit
r € G, on veut montrer que xf~Y(H)z™!' C f~1(H). Soit y € f~1(H).
Il faut montrer que zyz~' € f~'(H) c’est a dire que f(zyz™') €
H. Or, comme f est un morphisme de groupes, on a f(zyr™!) =
f(x)f(y)f(x)~!. Comme f(y) € H et que H est normal, on conclut
que f(x)f(y)f(x)~™' € H. Donc f~'(H’) est un sous-groupe normal de
G.

2. Soit H <G et supposons que f est surjective. On sait déja que f(H) est
un sous-groupe de G’. Montrons qu’il est normal. Soit z € G'. On veut
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2.3. Groupes quotients

montrer z f(H)x~! C H. Comme f est surjective, il existe z € G tel que
f(z) ==x. Alors, f(z7') =271 Soit y € H,on a xf(y)z! = f(zyz"!)
car f est un homomorphisme de groupes. Comme H est normal on
sait que zyz~t € H. Il suit xf(y)x~' € f(H). f(H) est donc bien un
sous-groupe normal de G’.

O
Exemple. Soit GL,(C) le groupes des matrices a n lignes et n colonnes a
coefficients dans C. Soit SL,(C) := {M € GL,(C) | det(M) = 1}. On a
SL,(C) = Ker(det) (on rappelle que le déterminant est un morphisme de
GL,(C) dans C*). Il suit que SL,(C) est un sous-groupe normal de GL,(C)

appelée le groupe spécial linéaire.

2.3 Groupes quotients

Dans la premiere section de ce chapitre, a un groupe G et un sous-groupe
H, on a associé un certain ensemble GG/ H, ensemble des classes de congruence
a gauche modulo H. On se pose maintenant la question suivante : est-il pos-
sible de mettre une structure de groupe sur cet ensemble qui serait “com-
patible” avec la structure de groupe sur GG ? le théoreme suivant répond par
I’affirmative a ce probleme lorsque H <1G. Das ce cas, les classes de congruence
a droite ou a gauche sont les mémes puisque tH = Hx pour tout x € G. On
parlera donc seulement ici de classe de congruence et on note GG/ H 1’ensemble
de ses classes.

Théoréme 2.3.1 Soit G un groupe et soit H < G. Soit m : G — G/H la
surjection canonique qui associe a un élément de G sa classe de congruence
modulo H. Alors, il existe sur G/H une unique structure de groupe tel que

7w soit un morphisme de groupe. Le groupe ainsi obtenu est appelé le groupe
quotient G/H.

Preuve. Soit € G. La surjection canonique 7 est définie par 7(z) = zH.
Supposons qu’on ait une loi interne “*” sur G/H induisant une structure
de groupe sur cet ensemble et tel que 7 soit un homomorphisme de groupes.

Alors, pour (z,y) € G% on a :
m(xy) = (xy)H = xH xyH = 7(x) * 7(y).

La seule structure de groupe possible sur G/H tel que 7 soit un homomor-
phisme est donc celle définie par la formule zH x yH := (zy)H. Vérifions
maintenant que cette loi confere bien une structure de groupe a G/H.
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2.3. Groupes quotients

Il faut tout d’abord vérifier que cette loi est bien définie, c’est a dire
qu’elle ne dépend pas des choix de x et de y dans les classes de congruences.
Soit donc 2’ € G ety € G tels que vH = 2'H et yH = ' H. On veut montrer
qu'alors (zy)H = (2'y')H c’est a dire que y ‘2~ '2'y’ H = H. On a :

y_lx_lzc’y’ _ y_ly’y’_lx_lx’y/.

On a z7'2’ € H car vH = 2'H donc, comme H est normal, on obtient
v 'z~'2'y’ € H. De plus, comme y~y/ € H, on obtient y 'z 'z'y' € H. On
en déduit donc y~tr~'a'y’H = H. Donc la loi zH * yH := (x.y)H définit
une loi interne sur G/H. Elle est associative car la loi inerne de G 'est. On
a un élément neutre qui est eq H et chaque classe xH possede un inverse qui
est z7'H. On a donc bien une structure de groupe sur G/H tel que 7 est un
homomorphisme.

OJ

Ainsi, il est possible de mettre une structure de groupe sur le quotient
G/H lorsque H est un sous-groupe normal de G. Réciproquement, on peut
montrer que si une telle structure de groupe existe sur G/H alors H est
normal.

De la démonstration, on retient en particulier que la loi interne définie
sur le groupe quotient est donnée par xH x yH = (xy)H pour xH € G/H
et yH € G/H. Par abus de notation, on notera cette loi interne de la méme
maniere que la loi du groupe G c’est a dire “.” en général et parfois “+ 7
lorsque le groupe est commutatif. Un élément de la classe de congruence sera
parfois noté T pour x € G au lieu de zH. Si deux éléments x et y de G sont
dans la méme classe de congruence modulo H, c’est a dire si T = 7 (ce qui
équivaut a z~'y € H), on note x = y(mod H) et on dit que z est congrue &
y modulo H.

En résumé, le groupe quotient G/ H est composé des classes de congruence
T (z € G) avec, pour (x,y) € G*, T =7 si et seulement si x = y(mod H) ou
encore xy~! € H. La loi interne est donnée par :

Ty =T

Il faudra bien avoir en téte que pour définir une application f de G/H
dans un ensemble S, il faudra associer a chaque élément de G/H (et non de
G) un élément de S. Ainsi, si z = y(mod H) c’est a dire si tH = yH on
devra avoir f(y) = f(T) sinon f n’est pas bien définie.

Corollaire 2.3.2 Un sous-groupe normal est le noyau d’un homomorphisme
de groupes.
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Preuve. Soit H un sous-groupe normal de GG. On a donc un homomorphisme
7 entre GG et le groupe quotient G/H. Comme 7 est la surjection canonique,
le noyau de 7 est H. En effet, si m(x) = eq/p = €g alors T = eq/y et v € H.
Réciproquement, si € H, m(x) = eg/y. Donc H est le noyau de 7.

O

Théoréme 2.3.3 (Théoréme de correspondance) Soit G un groupe et
soit H <1 G. Alors, on a une bijection

{Sous-groupes de G contenant H} — {Sous-groupes de G/H}
K — 7(K)

Preuve. Soit K un sous-groupe de GG contenant H. Comme la surjection
canonique 7 est un homomorphisme de groupes, d’apres la proposition 1.3.7,
7(K) est un sous-groupe de G/H. On a donc une application

® : {sous-groupes de G contenant H} — {sous-groupes de G/H}
K — m(K)

Il reste a montrer que ® est bijective. Pour cela, on va montrer que ® possede
une application réciproque et le résultat suivra. Pour K’ un sous-groupe de
G/H, on considere 'ensemble 7—!(K’). D’apres la proposition 1.3.7, c’est
un sous-groupe de G. On a eq/y € K' done 7' ({eg/n}) C 7 1(K’). Mais
7 '({eq/u}) = Ker(r) = H. Donc 7 *(K’) contient H. On a donc défini une
application :

U : {sous-groupes de G/H} — {sous-groupes de G contenant H}
K’ — 7 1K)

Il reste a montrer que ¥ et ® sont réciproques I'une de 'autre.

— Soit K un sous-groupe de G contenant H, alors, U(®(K)) = 7 (7(K)).
On a déja K C 77} (n(K)). Soit z € 7! (n(K)), alors 7(z) € m(K) ce
qui implique que T = 7 pour y € K. Donc on a y 'z € H et donc
r € yH. Comme y € K et H C K, il suit que x € K. On a donc
7Y (K)) C K. Donc ¥(®(K)) =K.

— Soit K’ un sous-groupe de G/H. On a ®(V(K")) = n(7'(K")). On
a déja (7 1(K')) C K’. Réciproquement, si z € K’, comme 7 est
surjective, il existe y € G tel que 7(y) = z € K’ donc z € n(r ! (K")).
Il suit ¢(V(K')) = K.

Donc ¥ et ® sont réciproques 'une de 'autre et donc sont des bijections.
OJ
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Théoréme 2.3.4 (Théoréme de factorisation pour les groupes) Soient
G et G' deux groupes et [ : G — G' un morphisme de groupes. Soit H <1 G
un sous-groupe normal de G tel que H C Ker(f). Alors il existe un unique
morphisme de groupes f : G/H — G’ tel que formr = f oum:G — G/H est
la surjection canonique.

Preuve.

1. On va tout d’abord définir I'application f pour qu’elle vérifie les pro-
priétés du théoreme. Soit T = xH avec x € (. Alors, on doit avoir
f(@) = f(z). 1 faut vérifier que ceci définit bien une application de
G/H dans G’ autrement dit que si T = gy pour (z,y) € G?* alors
f(z) = f(y). On suppose donc T = 7 c’est a dire xy~' € H alors
f(@)f(y)~t e f(H). Or, on a H C Ker(f) donc f(zy™!) = eg . Il suit
f(z) = f(y). Donc notre application f est bien définie et elle est unique
a vérifier la propriété fom = f.

2. Reste a montrer que f est un homomorphisme de groupes. Soit = € G
et y € G, on veut montrer que f(Z.5) = f(Z)f(y). Par définition on
aT.y = .y donc f(Z.y) = f(zy) = f(z)f(y) = f(Z)f (). Donc f est
bien un homomorphisme de groupes.

OJ

Supposons que l'on dispose de deux groupes G et G’ et d’un sous-groupe

normal H de G. Si f : G — G’ est un morphisme de groupes tel que H C
Ker(f). Alors, le théoreme ci-dessus nous montre 'existence d’une unique
application f : G/H — G’ telle que fom = f. Dans ce cas, on dira que f
passe au quotient.

Théoréme 2.3.5 (Théoréme d’isomorphie pour les groupes) Soient G
et G' deux groupes et soit f : G — G' un morphisme de groupes. Alors on a
un isomorphisme :

G/ Ker(f) ~ Im(f).

Preuve. On pose H := Ker(f), c’est un sous-groupe normal de G. On peut
donc appliquer le théoreme de factorisation pour les groupes : il existe une
unique application f de G/Ker(f) dans G’ tel que for = foun: G —
G/H est la surjection canonique. Soit x € G et soit T € G/H sa classe
de congruence et supposons que f(Z) = eq. On a f(Z) = f(z) donc = €
Ker(f) = H donc T = eg/p. On adonc Ker(f) = {eg/n}. Donc f est injective
et donc I'application f de G/H dans Im(f) est bijective d’oti I'isomorphisme.

O
Exemple. Considérons G Ly, (C) et son sous-groupe normal SL,(C). SL,(C)
est en fait le noyau de 'application déterminant. L’application déterminant
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2.4. Exemple fondamental : les groupes quotients de Z

o >
=)

est bien str surjective dans C*. En effet si A € C*, A :=

0
vérifie Det(A) = A. On en déduit que GL,(C)/SL,(C) ~ C* car Im( det =
C*.

Définition 2.3.6 Un groupe G est dit simple si il n’a pas de sous-groupe
normal non trivial.

Ce type de groupes est particulierement important. En effet, étant donné
un groupe fini G, si on dispose d'un sous-groupe normal H non trivial, on
peut ramener I’étude de G a 1’étude de H et du groupe quotient G/H. Alors,
l'ordre de G/H est plus petit que 'ordre de G. Soit ce groupe est simple,
soit on dispose d’un sous-groupe normal et on peut former un autre groupe
quotient. On peut ainsi continuer jusqu’a trouver un groupe simple G’ et
esperer récupérer des propriétés de G a partir de G'.

Ainsi, les groupes simples finis peuvent étre pergus comme les compo-
santes de base de tous les groupes finis, de la méme fagon que tous les nombres
entiers peuvent étre décomposés en produit de nombres premiers.

La classification des groupes finis simples a été achevée en 1982 et est un
des monuments des mathématiques du vingtieme siecle. Le résultat est que ce
sont les groupes quotients Z/pZ avec p premier, groupes que nous étudierons
dans la prochaine partie, les groupes alternés (qui sont des sous-groupes des
groupes symétriques, voir le chapitre 4), les groupes dits de Chevalley (qui
sont des sous-groupes de groupes de matrices associés a des considérations
géométriques ...) ainsi que 26 sous-groupes tout a fait inclassables et appelées
groupes sporadiques (dont le plus “gros”, appelé “le Monstre”, possede en-
viron 8.10%3 éléments!).

2.4 Exemple fondamental : les groupes quo-
tients de Z

Dans cette partie, nous allons chercher tous les groupes quotients du
groupe Z. Nous avons déja vu certains sous-groupes de Z : ces sont les sous-
groupes de la forme nZ pour n € N. Nous allons maintenant montrer que ce
sont les seuls sous-groupes de Z. Soit H un sous-groupe de Z. Si H = {0} alors
H = 0Z. Supposons donc que H # {0}. Alors H contient necessairement des
entiers strictement positifs (il suffit de prendre un élément non nul quelconque
de H et de considérer son inverse : un des deux est strictement positif). Partie
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2.4. Exemple fondamental : les groupes quotients de Z

non vide de N, I'ensemble H N N, contient un plus petit élément que nous
notons n. nZ est le sous-groupe de Z engendré par n, comme n € H, on en
déduit que nZ C H.

Soit maintenant x € H. On peut supposer z > 0 et On fait la division
euclidienne de x par n : il existe ¢ € Z et r € N tel que 0 < r < n—1 vérifiant
xr=nqg+r. Commen € Het x € H, on en déduit »r € H. Mais n étant le
plus petit élément strictement positif de H, il suit » = 0 donc x = nqg € nZ.
On a donc H = nZ. Notons de plus que comme Z est commutatif, tous les
sous-groupes de Z sont normaux. On a donc démontré le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.1 Les seuls sous-groupes de Z sont les nZ avecn € N U {0}.

Soit n € NU {0}, on peut former maintenant le groupe quotient Z/nZ.
Pour (k,m) € Z, la relation de congruence est la suivante : on a k =
m(mod nZ) (que l'on notera pour simplifier k& = n(mod n)) c’est a dire
k = m si et seulement si k —m € nZ soit encore :

o le reste de la division euclidienne de m et k
m = k(mod n) .
par n est le méme
Ainsi, Z/nZ est composé de n éléments {0,1,--- ,n — 1} et, pour k et T
dans Z/nZ la loi interne est donnée par k.m = k.m qui est égale a 7 ou r est
le reste de la division euclidienne de k.m par n.

Exemple. On a :
7,/37 = {0,1,3).

Le tableau suivant nous donne la loi interne dans ce groupe quotient de Z

N = o+
o —| o o
= Sl pol N

Ol DOl ] =

En fait, nous avons déja rencontré ces groupes :

Proposition 2.4.2 Soit n € N alors le groupe Z/nZ est isomorphe au
groupe C,, des racines nieme de 'unité dans C.

Preuve. Soit le morphisme de groupes

f+ Z — Ch
2ikm

)

k —  exp(
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2.4. Exemple fondamental : les groupes quotients de Z

Il est clair que l'application f est surjective. Son noyau est 1’ensemble des
k € Z nul ou tel que n divise k c’est a dire nZ. On utilise alors le théoreme
2.4.2 qui nous dit que Z/nZ ~ C,

O
An particulier, le théoreme 1.4.8 se reformule de la fagon suivante :

Théoréme 2.4.3 (Classification des groupes monogenes) Soit G un groupe
momnogene.
1. 51 G est infini, G est i.somorphe a Z

2. Si G est fini d’ordre n, G est isomorphe a Z/nZ.
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Chapitre 3

Théoremes de Sylow

3.1 Actions de groupes

Définition 3.1.1 Soit S un ensemble et soit G' un groupe. Une action de GG
sur S est une application :

a:Gx S —=S8

telle que :

1. Y(g1,92) € G*, Yz € S, (g1, a(ge, 7)) = (9199, T),

2. Vx €8, aleg,x) = .
On dit alors que G agit sur S ou que G opére sur S. Pour simplifier on notera
a(z,s) = x.s (il ne faut cependant pas confondre I'action de G avec la loi
interne de G'!). Quand il y aura risque de confusion (en particulier lorsque
X = G), nous essaierons d’adopter une autre notation pour 'action de G sur
X, par exemple, a(z,s) = x * s.

En particulier, étant donné un groupe G, G agit toujours sur lui méme de
deux facons différentes :
— via 'action
GxG — G
(z,y) — zy
On parle d’action par translation.
— via l'action
GxG — G
(x,y) — zya~
On parle d’action par conjugaison.
Ces deux actions seront particulierement importantes dans la suite du cha-
pitre.

1
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3.1. Actions de groupes

Définition 3.1.2 Soit G un groupe agissant sur un ensemble X et z € X.
Le stabilisateur de x est par définition 'ensemble G, = {0 € G, | 0.2 = z}.
L’orbite de x sous l'action de G est 'ensemble G.xz := {g.x | g € G}.

Le stabilisateur d’un élément = € X sous 'action de G est aussi parfois
noté Stabg(z). Il est immédiat de vérifier que c’est un sous-groupe de G.

Exemple.

1. Soit GL,(C) I'ensemble des matrices inversibles a n lignes et n colonnes
et a coefficients dans C. Alors, GL,(C) agit sur C" via I’action :

GL,(C)xC" — C»
(A, z) —  Ax.

Soit z un élément non nul de C™. Alors A € GG, si et seulement si Ar = x
c’est a dire si (A — I)x = 0. Donc le stabilisateur de x est I’ensemble
des matrices inversibles avec valeur propre 1 et ayant  comme vecteur
propre associé a cette valeur propre.

2. Plus généralement, le groupe linéaire G Li(V'), ensemble des applica-
tions k-linéaires d'un k-espace vectoriel V' (ou k est un corps) agit sur
V' de la méme maniere.

3. L’ensemble &,, des bijections de {1,---,n} vers {1,---,n} agit sur
{1,--- ,n} de la fagon suivante :

an{l’... ’n} — {1’... 771}

(0,7) = ()
L’orbite d’un élément j € {1,--- ,n} est 'ensemble des o(j) pour o €
S,,. Clest évidemment l'ensemble {1,--- ,n} en entier.

Proposition 3.1.3 Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Soit x
un €élément de X. Alors, il existe une bijection entre l'orbite G.x de x et
l’ensemble des classes a gauche de G modulo G,.

Preuve. On construit une application ® de G/G,, I'ensemble des classes de
congruences a gauche de G modulo G, vers l'orbite G.x de x. Pour g € G,
on pose ®(¢gG,) = g.x € G.z. 1l faut vérifier que cette application est bien
définie. Soit donc ¢’ € G tel que ¢G, = ¢'G, alors ¢ g € G,. On en déduit
donc (¢ 'g).x = x d’ot g.x = ¢'.x. L’application ® est donc bien définie.
Elle est de plus clairement surjective et si g.z = ¢'.x alors (¢ 'g).x = x et
donc ¢G, = ¢'G, c’est & dire ¢ 'g € G, donc elle est injective. ® est donc
une bijection entre G/G, et G.x ce qui prouve la proposition.
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3.1. Actions de groupes

O

Attention, le stablisateur d’un élément n’est pas forcément un sous-groupe
normal de G donc on n’a pas nécessairement une structure de groupe sur
I'ensemble G/G,.

Supposons qu'un groupe G agisse sur X. Alors il existe un ensemble §
tel que X = [[,.qG.x c’est & dire que X = UyesG.z et Go NGy = 0 si
x # y sont dans S . Pour S, il suffit de prendre un représentant de chaque
orbite : on obtient alors évidemment X = U,csG.x et si G.x N G.y # B alors
il existe (g,¢') € G? tel que g.x = ¢'.y d’ott (¢ 'g).z = y ce qui signifie que
x et y sont dans la méme orbite.

Théoréme 3.1.4 (Equation des classes) Soit G un groupe agissant sur

un ensemble fini X. Soit S un systéme de représentants des orbites (comme

ci-dessus) c’est a dire X = [],.q G-« (réunion disjointe). Alors, on a :
o(X) =) [G:G,],

zes
ot o(X) désigne le cardinal de X .

Preuve. Soit x € S. On utilise la proposition précédente, on a une bijection

entre G.x et I'ensemble des classes de congruence a gauche modulo G,. Ceci

signifie que o(G.z) = [G': G,]. Oron a o(X) = ) s 0o(G.z) d’ou le résultat.

O

Signalons la conséquence suivante concernant les p-groupes. Soit p un

nombre premier. Un p-groupe est un groupe d’ordre une puissance de p. Par
exemple Z/8Z est un 2-groupe (il est d’ordre 2% avec 2 premier).

Proposition 3.1.5 Soit G un p-groupe agissant sur un ensemble X et soit
XY I’ensemble des points fives sous laction de G c’est a dire X¢ = {z €
X | gx =12 VgeG}. On a alors :

o(XY%) = o(X) (mod p)

Preuve. D’apres le théoreme de Lagrange, 'ordre de chaque sous-groupe de
G divise 'ordre de G. L’ordre d’un sous-groupe est donc une puissance de p
car G est un p-groupe. Ainsi [G : G| est soit divisible par p soit égale a 1.
De plus, [G : G;] = 1si et seulement si o(G,) = o(G) c’est a dire si pour tout
g € G, onag.x=xcestadiresi z € X% On utilise maintenant 1’équation
des classes : tous les [G : G] sont nuls modulo p excepté si x € X ce qui
démontre la proposition.

OJ
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3.2. Théoremes de Sylow

3.2 Théorémes de Sylow

Nous allons maintenant étudier précisemment la structure des groupes
finis. Etant donné un groupe G, le but est ici de savoir combien G a de
sous-groupes, quels sont les ordres de ces sous-groupes, lesquels sont nor-
maux etc .... Les outils fondamentaux pour cette étude vont étre donnés par
les théoremes de Sylow. La démonstration de ces théoremes demande une
compréhension en profondeur des actions de groupes et de 1’équation des
classes.

Définition 3.2.1 Soit G un groupe fini d’ordre n, p un nombre premier
qui divise n et p® la plus grande puissance de p qui divise n. On appelle
p-sous-groupe de Sylow de G tout sous-groupe de G d’ordre p*.

Un p-sous-groupe de Sylow est donc en particulier un p-groupe. L’inverse
n’est pas vrai car si @ > 2, un sous-groupe d’ordre p est un p-groupe mais
pas un p-sous-groupe de Sylow.

Rappellons qu’ un entier n se factorise de fagon unique sous la forme :

|
.
=1

ou les p; sont les nombres premiers divisant n et les pj" les plus grandes
puissances de p qui divise n.

On dira que deux sous-groupes H et H' de G sont conjugués si il existe
g€ Gtelque H=gHg™'.

Théoréme 3.2.2 (Théorémes de Sylow) Soit G un groupe fini d’ordre n
et p un nombre premier divisant n.

1. Le nombre de p-sous-groupes de Sylow est congru a 1 modulo p.

2. Deux p-sous-groupes de Sylow quelconques sont conjugués.

3. Tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow.

4. Le nombre de p-sous-groupes de Sylow divise m ou n = p*m et ou
pged(p,m) = 1.

Preuve. Nous allons démontrer ce théoreme en quatre temps.

1. Préliminaire. Nous commencons par démontrer le résultat suivant. Soit

G un groupe commutatif fini et p un nombre premier tel que p divise o(G).

Alors, GG contient un élément d’ordre p et donc un sous-groupe d’ordre p.
On raisonne par récurrence sur I’ordre de G. Supposons tout d’abord que

o(G) = p alors le résultat est évident (tout élément différent de e; dans
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3.2. Théoremes de Sylow

G est d’ordre p). On suppose maintenant la propriété satisfaite pour tout
groupe H avec p divisant o(H) et o(H) < o(G). Notons tout d’abord que
si G contient un élément x d’ordre pg pour un ¢ € Nyq alors o(z?) = p.
Supposons maintenant que G contienne z avec o(x) = ¢, T # eg et tel que p
ne divise pas q. Soit H le sous-groupe engendré par x. H est normal car G
est commutatif donc on peut former le groupe quotient G/H. On sait que p
divise o(G) et o(H) est premier avec p donc p divise o(G/H) = o(G)/o(H).
Par récurrence, il existe donc § € G/H tel que o(y) = p avec y € G. Si
y* = eq alors y* = eq/r donc p divise m et donc p divise l'ordre de y. Il
existe donc r € Nyg tel que o(y) = rp et alors y" est d’ordre p.

2. Il existe un p-sous-groupe de Sylow dans . On va montrer le
résultat suivant : si G' est un groupe d’ordre p®m avec m premier avec p et
a > 0 alors G contient un sous-groupe d’ordre p® (la différence avec 1’'énoncé
est qu’ici, on n’exclut pas le cas a = 0).

On montre cette propriété par récurrence sur o et m. Si o =0 oum = 1,
c’est évident. On suppose maintenant le théoreme satisfait pour tout groupe
G tel que o(G") < o(G).

Supposons qu'’il existe un sous-groupe H de G tel que [G : H| soit premier
avec p. Alors I'ordre de H est nécessairement de la forme n/p® avec n’ premier
avec p et n’ < m. On peut alors utiliser '’hypothese de récurrence : il existe
un p-sous-groupe de Sylow de H, il est donc d’ordre p®, c¢’est donc un p-sous-
groupe de Sylow de GG. On peut donc supposer que tout sous-groupe H de G
est tel que p divise [G : H|. Le groupe G agit par conjugaison sur lui-méme :

GxG — G

(,y) — xxy:=azyz!

Sous cette action, on note que les éléments des orbites réduites a un élément
correspondent exactement aux éléments du centre de G. En effet, si G * x est
une telle orbite alors pour tout ¢ € G on a g x x = grg~! = z (attention,
l'action de G sur x est ici définie par g * v = gwg~*, il ne faut pas confondre
I'action avec la loi interne). On utilise maintenant I’équation des classes : G
est la réunion disjointe des orbites réduites a un élément et d’autres orbites
G *x; pour i =1,--- ,r. On obtient :

o(G) = o(Z(G)) + Z[G yem)

Comme p divise o(G) et tous les [G : G,,], p divise nécessairement o(Z(G)).
Le centre Z (@) est un sous-groupe commutatif de G, le résultat précédent
nous montre 'existence d'un sous-groupe H de Z(G) d’ordre p. Comme c’est
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3.2. Théoremes de Sylow

un sous-groupe de Z(G), il est bien str normal (tout élément de G commute
avec les éléments de H). On forme le groupe quotient G/H. Il est d’ordre
p®~Im. Par récurrence, G/H contient un sous-groupe H; d’ordre p®~!. Soit
7 : G — G/H la surjection canonique et soit 7' sa restriction a 7 '(H;).
Cette restriction reste surjective dans H; et son noyau est H C 7 '(H;).
On a donc o(r~'(H;)) = o(Hy)o(H) = p®. Ainsi 7—'(H;) est un sous-groupe
d’ordre p“.

3. Soient H un p-sous-groupe de G, P un p-sous-groupe de Sylow
de G. Alors, il existe g € G tel que H C gPg~'.

Soit S I'ensemble des p-sous-groupes de Sylow. S # () d’apres 2.. G agit
sur § par conjugaison :

GxS — S
(9, K) — gKg!

Le stabilisateur du p-sous-groupe de Sylow P est :
Gp={9€G|gPg*'=P}

P est un sous-groupe de Gp donc p* divise o(Gp) donc p ne divise pas
[G : Gp] donc ne divise pas le cardinal de G.P := {gPg~' | g € G}.

Maintenant H agit aussi par conjugaison sur G.P. Comme H est un p
groupe, les orbites sous cette action, qui sont des sous-ensembles de G.P, ont
soit un élément soit un cardinal divisible par p. Or, on vient de voir que p
ne divise pas le cardinal de G.P, il suit qu’il existe au moins une orbite a un
élément, disons celle de P’'. On a donc hP'h~! = P’ pour tout h € H avec
P’ conjugué a P. Considérons l'ensemble HP' := {h.x | h € H, x € P'}.
C’est un sous-groupe de G car HP' = P'H. De plus, P’ est un sous-groupe
de HP' et il est normal dans HP' (car hP'h™' = P’ pour tout h € H
donc pour tout h € HP'). On peut donc former le groupe quotient H P’/ P’
et on a une surjection canonique HP'" — HP'/P'. La restriction de cette
application a H est surjective et donc o(HP'/P’) = p" pour un certain r. On
a o(HP') = p"o(P’) donc o(HP') = p"**. Or, HP' est un sous-groupe de G
qui est d’ordre p*m donc r = 0 et il suit H C P'. H est donc bien contenu
dans un groupe de la forme gPg~! pour un g € G.

Ceci prouve la deuxieme et la troisieme assertion du théoreme.

4. Le nombre de p-sous-groupes de Sylow est congrue a 1 modulo
p.

On garde les mémes notations que dans les parties précédentes. On sait
que l’ensemble des p-sous-groupes de Sylow est égal a l'orbite de P sous
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3.2. Théoremes de Sylow

l'action de G par conjugaison (P étant un p-sous-groupe de Sylow fixé).
Donc le cardinal de S est égale [G : Gp]. Comme o(P) divise o(Gp), ce
cardinal divise [G : P] donc m. Montrons que la seule orbite de & a un
élément sous 'action de P est P. Supposons que hP'h~' = P’ pour tout
h € P et pour un p-sous-groupe de Sylow P’. Alors PP’ est un sous-groupe
de G. Exactement comme dans la partie précédente, on montre alors que
P = PP donc P C P’ cest a dire P = P’ car les deux groupes ont méme
ordre. L’équation des classes nous donne alors :

S|=1+ > [P:Pp],

P'eS,P'#£P

ot S est tel que S =[], g P.P'. Pour P’ € Set P# P, [P: Pp] est divi-
sible par p d’ou le résultat. Ceci prouve la premiere assertion et la quatrieme
assertion.
O
On verra beaucoup d’applications de ces théoremes en TD. Signalons
toutefois les résultats suivants.

Théoréme 3.2.3 (Théoréme de Cauchy) Soit G un groupe fini et p un
nombre premier divisant ['ordre de G. Alors G contient un élément d’ordre

p.

Preuve. D’apres les théoremes de Sylow, G possede un p-sous-groupe de
Sylow. Un élément non nul = dans ce sous-groupe est d’ordre une puissance
de p, disons p". Alors 27" est d’ordre p car 2¥" = eg et si 2P ' = eg alors
p" divise p"~lq donc p divise q.

O

Proposition 3.2.4 Soit H un p-sous-groupe de Sylow de G' et n, le nombre
de p-sous-groupes de Sylow de G. Alors H est un sous-groupe normal de G
st et seulement st n, = 1.

Preuve.

1. Supposons que H<G et soit H' un p sous-groupe de Sylow de G. D’apres
le deuxiéme théoréme de Sylow, il existe g € G tel que H' = gHg™!.
Comme H < G, nous avons gHg™! = H pour tout ¢ € G. Donc, on
retrouve H' = H et n, = 1.

2. Réciproquement, on suppose que n, = 1. Pour tout g € G, gH gt
est un sous-groupe de G' d’ordre égal & o(H), c’est a dire, un p-sous-
groupe de Sylow. On a ainsi gHg™! = H car n, = 1. Comme 'égalité
précédente est valable pour tout g € GG, alors H < G.
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O
Exemple.

1. Soit G un groupe d’ordre 15 = 3.5. Le nombre de 3-sous-groupes de
Sylow ng divise 5, et ng = 1(mod 3). La seule valeur possible est 1.
Dong, il y a un seul sous-groupe d’ordre 3, et il doit donc étre normal.
De facon analogue, le nombre de 5-sous-groupes de Sylow ns divise 3,
et ns = 1(mod 5). Dong, il y a aussi un seul sous-groupe normal d’ordre

D.

2. Soit &3 le groupe des bijections de {1,2,3} sur {1,2,3}. Il comporte
2.3 = 6 éléments. Le nombre de 3-sous-groupes de Sylow ng divise 2
et n3 = 1(mod 3) donc il y en a un seul. Le nombre de 2-sous-groupes
de Sylow ny divise 3 et ny = 1(mod 2). Il y en a donc 1 ou 3. On
peut conclure par exemple en notant que 'on a au moins 2 éléments

d’ordreQ:alz(é ? §>et02:(1 § :;)etdonconatrois

2-sous-groupes de Sylow.
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Chapitre 4

Groupes symétriques

4.1 Généralités

Rappellons la définition générale des groupes symétriques :

Définition 4.1.1 Soit £ un ensemble non vide. On appelle groupe symétrique
sur E le groupe des bijections £ — E, que 'on note Gg. Un élément de &g
est appelé une permutation. Lorsque E = {1,--- n}, on note plus souvent

G =6,.

Il est important de noter que &g agit canoniquement sur E grace a ’action

ci-dessous :
GE xEBE — E

(0,8) +— o(s)

Proposition 4.1.2 Soit f : E — F une bijection entre deur ensembles.

Alors lapplication
gbi GE — GF

s +— foso f_l
est un isomorphisme de groupes.

Preuve. On a tout d’abord ¢(s) € &g pour tout s € &g. De plus, ¢
est un homomorphisme de groupes. En effet, soient s et s’ dans &, alors

d(sos’)=fososoft=Ffosofltofos oft=¢(s)oep(s). Deplus,

on vérifie que 'application

GF — GE

S f_losof

est I'application réciproque de ¢. Il suit que ¢ est une bijection, c’est donc
un isomorphisme.
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4.1. Généralités

O

Le symbole de composition (la loi interne de &) sera parfois omis par

la suite. L’étude des groupes symétriques est motivée par le théoreme fonda-
mental suivant :

Théoréme 4.1.3 (Théoréme de Cayley) Tout groupe G est isomorphe a
un sous-groupe de Sg

Preuve. Soit ¢ € G. On considere ’application suivante :

L,: ¢ - G
g = g9

Cette application est une bijection (mais ce n’est pas un homomorphisme en
général). En effet, si h € G alors h = L,(g~'h) donc elle est surjective. De
plus, si g¢’ = gg¢” alors ¢’ = ¢” donc elle est injective.

On a donc une application :

LZG—>6G
g — L

On montre que c’est un homomorphisme de groupes. Soit (g,¢’) € G?, on
veut montrer que L(gg’) = L(g) o L(¢'). Soit x € G on a L(gg')(z) = gg'x et
L(g) o L(¢')(x) = L(9)(¢’x) = gg'z. L est de plus injective car si L, = Ly
alors on a pour tout € G : gx = ¢g'x soit en particulier pour x = eg, g = ¢'.
Il suit que G est isomorphe a Im(L,) qui est un sous-groupe de S¢
O
En fait, historiquement, les groupes sont tout d’abord apparus comme
sous-groupes des groupes symétriques dans les travaux de Lagrange et sur-
tout de Galois. Ce n’est que plus tard, grace a des mathématiciens tels que
Cayley justement, Weber, Burnside et Pierpont que la définition de groupe
telle qu’on 'a vu ici a été peu a peu mise en évidence. L’'usage a démontré
I’avantage de cette définition.

Définition 4.1.4 Soit E un ensemble et o € G(FE). On appelle support de
o I’ensemble :

Supp(o) = {j € E| o(j) # j}
Proposition 4.1.5 Soit o1 et 0y dans Sg alors :

1. Supp(o10307 ') = o1 (Supp(0s))

2. Si oy et o9 ont des supports disjoints, ils commutent.

Preuve.
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1. Soit j € Supp(o1020; ") alors on a o (02(0; 1 (4))) # j alors o9(0; ' (5)) #
o7 (5) donc o7 (j) € Supp(oy) c’est a dire j € o1(Supp(oy)).
Réciproquement, si j € o,(Supp(os)) alors o;'(j) € Supp(os) d’on
j € Supp(o10207 ).

2. Si 0y et 0y ont des supports disjoints. Soit j € E alors :

— Soit j ¢ Supp(oy) et j & Supp(og). On obtient alors oy (02(j)) = j
o2(01(7)).

— Soit j € Supp(oy) et alors j ¢ Supp(oz). On a alors o1(02(j)) =
o1(j) car o9(j) = j. D’autre part on a d’apres 1), Supp(oy0107 ")
o1(Supp(oy)). Ainsi, Supp(oy) = o1(Supp(oy)). Il suit que 01((]')

J

S
Supp(oy). Mais les supports de oy et oy sont disjoints donc o4(j) ¢
Supp(os). On obtient donc o9(01(j)) = o1(j).
— Soit j ¢ Supp(oy) et alors j € Supp(os) et on conclut de méme
02(01(j)) = 02(j) = 01(02(j))-
0

4.2 Permutations d’un ensemble fini

Dans toute la suite, nous nous intéresserons au cas ou E est fini. Or,
comme tout ensemble fini de cardinal n est en bijection avec {1,---,n},
d’apres la proposition 4.1.2, nous pouvons uniquement considérer les groupes
G, sans perdre de généralité.

Un élément quelconque de &,, pourra dans un premier temps s’écrire de
la fagon suivante :

B 1 2 3 - n
"7 \e) 0@2) o@) - aln)
Exemple. Voir le dernier exemple du premier chapitre.

Soit 0 € &,,. Alors on vérifie facilement que la relation suivante définit
une relation d’équivalence sur {1,--- ,n} :

iRj <= Ik eN, (i) = .

Les classes d’équivalence sont appelées les o-orbites. Etant donné o, {1,--- ,n}
s’écrit donc comme une réunion disjointe de o-orbites.

2 3 4
1 35

= Ot

Exemple Soit ¢ = ;

{1,2}, {3} et {4,5}.

) dans &5. Alors, les o-orbites sont
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4.2. Permutations d’un ensemble fini

Définition 4.2.1 On dit qu'une permutation o de &,, est un cycle de lon-
gueur k 8'il existe k éléments distincts {aq, - ,ax} de {1,--- ,n} tels que
o(a1) = as, o(azy) = as, ..., o(ax_1) = ax, o(ax) = ay et o(xr) = = si x nest
pas un des a;. Si k > 1, {ay,--- ,ax} est donc le support de o. Un cycle de
longueur 2 appelé une transposition. On notera o = (aq, - ,a).

Attention, pour un cycle o, la notation ci-dessus n’est pas unique : si on

reprend les données de la définition, on a aussi 0 = (asg, - -, ax_1, ag, 1) par
exemple. Ceci justifie d’ailleurs 'appellation “cycle”.
Si (ay,- -+ ,ax) est un cycle de longueur k alors comme o*(a;) = a; pour

tout i € {1,--- ,k}, Pordre de o est k.

Ainsi, une transposition est une permutation qui échange deux éléments.
Notons qu’'une permutation ne peut pas avoir un support de cardinal 1, il
n’y a donc pas de cycle de longueur 1. Il y a un unique cycle de longueur 0
qui est l'identité.

Notons également qu'un cycle différent de 'identité est une permutation
ayant une seule orbite non triviale, les éléments de cette orbite correspondent
au support et le cardinal de cette orbite correspond a la longueur du cycle.

1 2 3
1 92 3 est un cycle de longueur 0, o, =

123 123 123
(2 1 3)—(1’2)"’2—(1 3 2>—(2’3>et"3—<3 2 1)—
3
1

Exemple. Dans G3, Id =

DN =

2
(1,3) sont des cycles de longueur 2 (des transpositions). o4 = 5
1 2 3
31 2
Il existe des permutations qui ne sont pas des cycles, par exemple o =

1 23 45
213 5 4

et o5 = = (1,3,2) sont des cycles de longueur 3.

dans G5 n’est pas pas un cycle mais c¢’est un produit de

1 oo (1 2345) (12345
CUXCyees =\ g 1 3 4 5 1235 4

o-orbites sont données par {1,2}, {3} (orbite triviale) et {4,5}.

. On voit ici que les

Théoreme 4.2.2 Toute permutation de S,, se décompose de maniére unique
(a Uordre prés) en un produit de cycles dont les supports sont deux d deux
disjoints.

Preuve. Soit 0 € G,,. L’idée générale est d’utiliser l'action de 0 € &,, sur
{1,--- ,n} afin d’obtenir le produit de cycles égal a o.

1. On montre tout d’abord que ¢ s’écrit sous forme d’un produit de cycles
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4.2. Permutations d’un ensemble fini
a supports disjoints. Soit A; pour ¢ = 1,--- , 7, les o-orbites. On a :
T
{1, n}p=]JA4
i=1

Pour tout i € {1,--- ,r}, on définit ¢; € &, tel que :

o) ={ 70 e

Alors ¢; est soit l'identité soit un cycle de longueur plus grand (ou
égal) a 2. En effet, si z ¢ A; alors la c;-orbite de x est {x} (elle est donc
triviale) et si x € A;, la ¢-orbite de = est A;. On voit facilement que
0 = c¢1Co- - Cpn. En effet, soit x € {1,--- ,n} et supposons que = € A;
alors pour tout j # i, on a ¢j(x) = x et aussi ¢;(o(z)) = o(x) car
o(x) € A;. 1l suit que cicy -+ ¢p(x) = o(x). Donc o se décompose en
produit de cycles et ils sont bien & supports disjoints (le support de
chaque ¢; non trivial étant A;).

. Il faut maintenant montrer I'unicité. Supposons que o s’écrivent d; - - - d,
ot les d; sont des cycles de support Bj, disjoints 2 a 2. Soit  un élément
du support B;. Comme les supports des cycles sont disjoints, seul d;
a un effet sur z. On a donc o(z) = d;(z) donc pour tout k € Z,
o*(x) = d¥(x). Donc Bj est une orbite A; de o. Quitte & réindexer les
A;, on obtient donc A; = B; et ¢; = d;.

O

Ainsi, tout élément de &,, pourra s’écrire comme un produit de cycles
c’est a dire un produit d’éléments notés (aq, - - - ,ax). Ceci nous fournit ainsi
une deuxieme notation possible pour écrire un élément de &,,. Notons aussi
que si o est un produit de r cycles de longueur k; avec i € {1,--- ,r} a sup-
port disjoints alors 'ordre de o est le plus petit commun multiple des ordres
des cycles, donc le plus petit commun multiple des ;.

Exemple.

. O

123 45 o . .
1. o = ( 9 13 5 4 ) € 6, s’écrit aussi (1,2)(4,5) comme produit

de cycles a supports disjoints. L’ordre de o est donc ppem(2,2) = 2.

(123 456 78
- \286 54371
comme produit de cycles a supports disjoints. L’ordre de o est donc
ppcm(3,2,2) = 6.

€ Gy s’écrit aussi (1,2,8)(3,6)(4,5)
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4.2. Permutations d’un ensemble fini

Théoréme 4.2.3 Toute permutation (non égale a l'identité) de &,, avec n >
2 se décompose en un produit de transpositions.

Preuve. Utilisant la proposition précédente, il suffit de montrer que tout
cycle se décompose en produit de transpositions, c¢’est a dire en produits de
cycles de longueur 2. On montre ceci par récurrence sur la longueur r du
cycle. Si r = 2, la propriété est évidente car un cycle de longueur 2 est une
transposition. Supposons la propriété vérifiée pour les cycles de longueur r
et montrons-la pour les cycles de longueur r + 1. Soit (5, -+, B-4+1) un tel
cycle, alors :

(ﬂlf" aﬁr+1> = (617@“+1)(517' o 7@“)'

Comme par récurrence (fy,--- ,[3,) s’écrit comme un produit de transposi-
tions, on a le résultat.
O

Donc les transpositions engendrent G,, : tout élément de G,, peut s’écrire
comme produit d’élements de la forme (7, 7). Notons que comme (i,7) =
(1,7)(1,4)(1, 4), il suit que tout élément de &,, peut s’écrire comme produit
d’élements de la forme (1, k).

La démonstration nous montre comment obtenir la décomposition de
n’importe quel élément de &,, en produit de transpositions. On le fait sur les
exemples suivants.

Exemple.
1. On a:

1 23 45 6 7 8
"‘(2 865437 1)—<1,278><3,6>(4,5>

5
Or (1,2,8) = (1,8)(1,2) donc o = (1,8)(1,2)(3,6)(4,5).

2. Soit
(12 T8 910 g
7=\ 5 8 7 10

10 2 9
Tout d’abord, on a o = (

345 6
6 4 3 1
1, 2,8,10,9). Ensuite, on a d’'une part :

5,3,6)(
(1,5,3,6) = (1,6)(1,5,3) = (1,6)(1, 3)(1,5)
et d’autre part
(2,8,10,9) = (2,9)(2,8,10) = (2,9)(2,10)(2, 8).
On obtient :

o = (1,6)(1,3)(1,5)(2,9)(2,10)(2, 8).
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4.3 Signature

Nous avons vu que’une permutation quelconque pouvait se décomposer en
produit de transpositions. Cependant cette décomposition n’est pas unique
d’apres les exemples effectués. Nous allons voir que la parité du nombre de
facteur dans une telle décomposition reste néanmoins invariante.

Définition 4.3.1 Soit 0 € G,, et soit ¢, le nombre de o-orbites, on appelle
signature de o le nombre e(o) = (—1)",

En particulier, une transposition a une signature —1 et un cycle de longueur
k une signature égale a (—1)*1.

Proposition 4.3.2 Pour toute permutation 7 de &,, et pour toute transpo-
sition o de &,,, on a (10) = —&(T).

Preuve. Supposons que ¢ = (a,b) ou a et b sont dans {1,--- ,n}. Pour
obtenir les orbites suivant 7o a partir de celle de 7, seules les orbites contenant
a et b seront modifié puisque sur les autres, la transposition o agit comme
I'identité. On distingue 2 cas.

1. Si a et b sont dans la méme 7-orbite. Cette orbite O est alors de la

forme :

O ={a,7(a), -, 7 Y(a)},
avec b = 7P(a) pour un certain p € {1,--- ,r — 1}. Comme 70(a) =
7(b) = 7771(a), l'orbite de a suivant 7o est alors :

{a, 7" (a), -+, 7" Ha)}.
L’orbite de b suivant 7o est :

{b7 T(a)’ e 7Tp_1(a)}'

Il suit que l'orbite O est remplacé par deux orbites suivant 7o. Dans
ce cas, on a bien £(70) = —&(7).

2. Si a et b ne sont pas dans la méme 7-orbite. Soit O I'orbite de a et O’
I’orbite de b. On a :

0 ={a,7(a),-- 7" a)},
O = {b,7(b),---, 7 1b)}.
On vérifie que l'orbite de a sous 7o est alors :
{a,7(b), -~ , 7571 (b),b,7(a), -+, 7" a)}.
11 suit donc que O et O’ se réunissent en une seule orbite suivant 70.

La encore, on obtient e(70) = —&(7).
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O

Corollaire 4.3.3 Soit 0 € &,, et soit 0 = t1---1t une décomposition de o
en produit de transpositions. Alors e(o) = (—1)*.

Preuve. C’est une récurrence immédiate utilisant la proposition précédente.

OJ

Proposition 4.3.4 La signature est un homomorphisme de groupes surjectif
de &,, dans {£1} (pourn >2).

Preuve. Si o est le produit de s transpositions et ¢’ de s’ transpositions, oo’
est le produit de s + s’ transpositions. Donc :

e(00’) = (=1 = (=1)*(=1)* = e(0)e(0).

Donc ¢ est bien un homomorphisme de groupes. Il est surjectif car la signature
de l'identité est 1, celle de n’importe quelle transposition est —1.

O
Exemple.

1. On pose :

Alors la signature de o est (—1)% = 1.

2. On pose

Ut =
[0l \V]

Alors la signature de o est (—1)% = 1.

Pour ces deux exemples, on vérifie que le calcul de la signature en considérant
le nombre d’orbites ou la décomposition en cycles est cohérent avec ces
résultats.

Définition 4.3.5 Soit n > 2. On appelle le groupe alterné le noyau de la
signature. On le note 2A,,.

Proposition 4.3.6 Soit n > 2, alors A, est un sous-groupe normal de S,
d’indice 2.
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4.3. Signature

Preuve. 2, est un sous-groupe de &,, qui est normal car c’est le noyau d'un
homomorphisme. On a &,,/2,, ~ {£1} donc on a [&,, : 2] = 2.
OJ
Ce groupe alterné est particulierement important en théorie des groupes.
Par exemple, pour n > 5, on peut montrer que ce groupe fait partie des
groupes finis simples (cela se montre en utilisant les théorémes de Sylow).
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Chapitre 5

Produits directs et Produits
semi-directs

5.1 Produits directs

Soit I un ensemble non vide et soit {G;};c; une famille de groupes in-
dexée par I. Le produit direct G := [[,.; G; est par définition 'ensemble des
familles {z; };cr avec z; € G;. Pour tout j € J, on dispose d’une application :

pi: Il Gi — G
(!Ei)z‘ef — Ty

appelée projection. La proposition suivante ne pose pas de difficulté (a faire
en exercice).

Proposition 5.1.1 Le produit direct est naturellement muni d’une structure
de groupe suivant la loi de composition :

[Lic;Gi x Iicr Gi — 1l Gi
((xi)iela(yj>j€1) = (TYi)ier

Selon cette loi, il est clair que G := [[,.; G; est commutatif si et seulement

si tous les G; le sont. La proposition suivante est triviale.

Proposition 5.1.2 Selon les notations ci-dessus, les projections p; sont des
homomorphisme de groupes.

En particulier, remarquons que le noyau de la projection p; est un sous-
groupe de G et il est isomorphe a J].. I G;.
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5.1. Produits directs

Exemple : Z" est le produit direct de n copies de Z.

On se pose maintenant la question suivante : quand est-ce qu’'un groupe
est isomorphe au produit direct de deux de ses sous-groupes ?

Il y a une réponse évidente : il est clair que tout groupe G est isomorphe
a {e} x G ou encore & G x {e}. On va alors reformuler la question : quand un
groupe est-il isomorphe au produit direct de deux sous-groupes non triviaux ?

Soit G produit direct de GG et G5. On remarque que Gy est isomorphe au
sous-groupe Hy = {(z,eq,), v € G1} et Go a Hy = {(eg,,x), * € G2}. On a
en particulier les propriétés suivantes :

1. Pour tout hy € Hy et hy € Hy, on a hihy = hsoh;.

2. H1 N HQ = {GG}.

3. G=H H,.

Réciproquement, supposons que 1’on dispose de deux sous-groupes H; et
Hy de G vérifiant les 3 propriétés ci-dessus. On va montrer que G est alors
naturellement isomorphe a Hy x Hs. On a une application naturelle :

w: H1XH2 — G
(h17h2) — hihs

1 est un morphisme de groupes. En effet, pour (hy, he) € Hy X Hs et (b, h}) €
H, x Hy, on a d’une part :

w(hl, hg)w(h,l, hIQ) - hlhghllh; == hlhlthhQ,/
d’apres (1) et d’autre part :
U((ha, ho)(hy, ho)) = (ol hahy) = haltyhohs.

Enfin, ¢ est bijective. Soit g € G. Alors, d’apres (3), il existe hy € H; et
hy € Hy tels que g = hihy. Cette décomposition est en fait unique, en effet
si il existe b} € Hy et hy € Hy tels que g = h)hj}, on aurait hihy = hihj
d’ott b, "'hy = hyhyt. Ce dernier élément est dans Hy et Hy donc hy = I et
he = hl, d’apres (2).

On en déduit donc que v est un isomorphisme de groupes. Dans la mesure
ou l'isomorphisme est canonique, on peut identifier les 2 groupes et noter
G = H; x Hy. On a donc montré le théoréme suivant :

Théoreme 5.1.3 Soit G un groupe et soit Hy et Hy deux sous-groupes de
G. Alors G = Hy x Hy si et seulement si

1. Pour tout hy € Hy et hy € Hy, on a hihy = hohy.
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5.1. Produits directs

2. H1 N H2 = {6@}.
3. G == Hng.

On a une autre caractérisation équivalente :

Proposition 5.1.4 Soit G un groupe et soient Hy et Hy deuzx sous-groupes
de G. Alors G = H; x Hy si et seulement si

1. H1<]G€tH2<]G.
2. H1 N HQ = {GG}.
3. G=HH,.

Preuve. Il suffit de montrer que les 3 propriétés du théoreme sont équivalentes
aux trois propriétés du théoreme 5.1.3. Supposons donc que 'on a

1’. Pour tout hy € Hy et hy € Hy, on a hihy = hohy.

2. HyN Hy ={e}.

3. G = HH,.
Alors, H; est un sous-groupe normal de GG. En effet, si hy € Hy et si g € G
alors, d’apres (3'), il existe h] € H; et hy € Hy tel que g = h{h). D’apres
(3'), on obtient :

ghag™ = WA () = R () = Bl

Doncon a g € Hy, il suit gH,g~! C H; et donc H; est un sous-groupe normal
de G. On fait de méme pour Hs et on obtient (1). (2) est la méme propriété
que (2) et (3) se déduit de (3)

Réciproquement, supposons que H; et Hy soient deux sous-groupes de G
vérifiant (1), (2) et (3). Soient h; € Hy et hy € Hy. Considérons 1’élément
hi'hy hihgy de G. On a :

— d’une part, hy € Hy et h;lhglhl € H, car Hy <1 G donc h;lhglhlhg €

H,
— d’autre part, hl_1 € Hy et hz_lhth € Hy car H; <G donc hl_lhz_lhlhg €
H,y
Donc hy'hy'hihe € Hy N Hy et donc d’apres (2), on obtient hihy = hohy.
(2") et (3') sont alors évident.
O

Un exemple classique de produit direct mais tres important est donnée

par la proposition suivante

Proposition 5.1.5 (Lemme Chinois) Si p et ¢ sont premiers entre eux,
on a un tsomorphisme :

Z)pgZ ~ 7./ pZ x 7] qZ.
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5.2. Produit semi-direct

Preuve. On considere I'application suivante :

0 : Z/pqZ — 7)pZ x 1.]qZ
m(mod pq) +— (m(mod p), m(mod q))

Cette application est bien définie : si m = m/(mod pq) alors m = m’ + pgk
pour k € Z donc m = m/(mod p) et m = m/(mod ¢). ¢ est clairement un
homomorphisme de groupes. Il est injectif car si m = 0(mod p) alors m = 0
ou p divise m et si m = 0(mod ¢) alors m = 0 ou ¢ divise m. Comme p et ¢
sont premiers entre eux, on a m = 0 ou pq divise m donc m = 0(mod pgq).
On conclut que # est un isomorphisme en remarquant que les ordres des deux
groupes sont les meémes.

O

5.2 Produit semi-direct

Le produit semi-direct est une variante affaiblie du produit direct. La
définition reprend la caractérisation de la proposition 5.1.4 excepté que H,
n’est plus forcément distingué dans G.

Définition 5.2.1 Soit G un groupe et soit H; et Hy deux sous-groupes de G.
Alors on dit que G est produit semi-direct de Hy et Hy et on note G = Hy X Hy
si et seulement si

1. H <@,
2. Hl N H2 = {6@},
3. G = HH,.

Les 2 dernieres conditions nous assurent qu’un élément quelconque g € G
s’écrit uniquement sous la forme hi.hy avec hy € Hy et hy € Hy. De méme
que pour le produit direct, on pourra alors le noter (hy, hy). Cependant, la
loi interne sur H; x Hy n’est plus définie de la méme maniere que pour le
produit direct du fait que Hy n’est pas nécessairement normal. Comment
alors multiplier deux éléments (hy, he) € Hy x Hy et (b, hy) € Hy x Hy?

Pour ceci, il s’agit d’écrire hihoh!hj sous la forme d'un élément de H,
multiplié par un élément de Hy. On a :

hihall, By = hyhoh'hy hohl,

Or, H; est normal donc 'élément hohhy L est un élément de H;. Donc
hihohihy' € Hy. De plus, hohl, € H,. 11 suit donc que la loi interne dans
H, x Hy est donné par :

(ha, ko) (Y, hy) = (hihohhy ', hohl).
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5.3. Complément 1 : Produit semi-direct externe

On voit en particulier que si tout élément de H; commute avec tout élément
de H,, le produit est en fait direct.

Exemple. On considere le groupe symétrique &,, avec n > 2. Soit la trans-
position 7 = (1,2) € &, 'ensemble Hy = {1,7} est un sous-groupe de
G, car 72 = Id. On considere le groupe alterné H;, := 2,,. C’est aussi un
sous-groupe de G,,.

1. Hj est un sous-groupe normal de &,, car c’est le noyau de la signature
(et on sait que le noyau d’'un homomorphisme de groupes est normal).

2. On a Hy N Hy = {eg}. En effet 7 n’est pas dans H; car sa signature
est —1 et par définition, la signature d’un élément de H; est 1.

3. On a 6,, = HiHy. En effet, HiHy = {h1hy | hy € Hy, hy € Hs} est
un sous-esnemble de &,,. Il comporte n! éléments distincts car H; est
de cardinal n!/2; Hy de cardinal 2 et un élément de la forme o7 avec
o € H; ne peut étre dans H; car sa signature est —1. Ainsi, on a
H,Hy, C G, et les deux ensembles ont méme cardinal d’ou 'égalité.

Donc, G,, est produit semi-direct de H; et Hs.

5.3 Complément 1 : Produit semi-direct ex-
terne

Dans la section précédente, nous avons vu que sous certaines hypotheses,
la structure d’un groupe G était entierement déterminée par la structure et
les relations entre deux de ses sous-groupes. Dans ce cas, on a dit que G était
le produit semi-direct de ces deux sous-groupes.

Nous allons généraliser ici ces résultats de fagon a définir le produit semi-
direct de deux groupes quelconques. Cette définition est donnée grace a la
proposition suivante.

Proposition 5.3.1 Soit N et H deux groupes et soit Aut(N) le groupe des
automorphismes de N . Soit ¢ : H — Aut(N) un morphisme. On définit alors
sur ’ensemble N x H une loi par :

(n, h)(n', h) = (n.¢(h)(n'), hI)

pour (n,h) € N x H et (n/,h') € N x H. Alors, via cette loi, N x H est
naturellement muni d’une structure de groupe appelée le produit semi-direct
et notée N x4 H ou plus simplement N x H.

Preuve. On vérifie facilement que la loi ci-dessus est bien définie.
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5.3. Complément 1 : Produit semi-direct externe

— Elle est de plus associative : soient (n,h) € N x H, (n’,h') € N x H et
(n”,h”) e N x H. Alors :

(n, h)(n', B') = (n.¢(h)(n'), h1).
Il suit ainsi :
((n, )" 1)) (7 7) = (. (B) ()61 ) (), B,
et d’autre part :
(', W) (0", h7) = (n".¢(K)(n"), h'R7),
et donc :

(n, ) (s W) (07 7)) = (. (R) (' (R ) (n")), B,

¢(h) est un automorphisme donc

o(h)(n".¢(h')(n”)) = ¢(h)(n')¢(h)($(h')(n7)).

De plus, comme ¢ est un morphisme de groupes, on a ¢(h)(¢(h')) =
¢(hh'). 11 suit

((n, k) (n', 1)) (07, 1) = (n, h) ((n', ') (n”, h7)) .

— L’élément neutre est (ey,ey) (eny étant 1'élément neutre de N et ey
I’élément neutre de H). En effet, pour (n,h) € NxH,ona (n,h)(ey,en) =
(n.¢(h)(en),h). Or ¢(h)(en) = en car ¢(h) est un automorphisme d’out
(n,h)(en,en) = (n,h). D’autre part, on a (en, ey )(n, h) = (en.¢(eg)(n), h).
Or ¢ est un morphisme donc ¢(eg) est I’élément neutre de Aut(N) c’est
a dire l'identité. Il suit (en,eq)(n, h) = (en,en).

— Soit (n,h) € N x H. Alors :

(n, h)(@(h~ ) (™), h7") = (n(h)(e(h ) (n ")), em) = (en, en),

d’ou l'inverse de (n, h) est (¢(h~1)(n71),A71).
Donc l'opération ci-dessus définit bien une structure de groupe sur N x H.
O
Notons que pour pouvoir définir un produit semi-direct entre deux groupes
N et H, il est nécessaire de bien connaitre I'ensemble Aut(N) ce qui est un
probleme délicat en général ...
Nous devons maintenant montrer que cette définition est bien cohérente
avec les propriétés et les définitions de la section précédente. Soit donc N et

51



5.4. Complément 2 : Le groupe diédral

H deux groupes et ¢ : H — Aut(/N) un morphisme. On considere le groupe
N x4 H. Considérons I'ensemble N := {(n,1) | n € N} C N x4 H. Il est
immédiat de vérifier que c’est un sous-groupe de N x4 H et que de plus ce
sous-groupe est isomorphe a N. On vérifie facilement que ce sous-groupe est
normal.

On peut faire (pratiquement) la méme remarque pour H : I'ensemble
H:={(1,h) | h € H} C N x4 H est un sous-groupe de N x, H isomorphe
a H. Par contre il n’est pas nécessairemet normal.

Enfin, on a évidemment NN H = {(ex,ex)} et N.H = N x4 H. On a
donc bien généralisé la deuxieme section.

5.4 Complément 2 : Le groupe diédral

Soit n > 3 et soit P, un polygone régulier dans R? et de centre (0,0).
Rappelons quune isométrie est une application linéaire bijective de R? qui
conserve les distances. Par définition, le groupe diédral D,, est le groupe des
isométrie laissant le polygone P, invariant :

Az
A, A
4
As @) Ay
AG AS
Aq

Proposition 5.4.1 Le groupe diédral est engendré par la rotation v 2=y de

2
centre O et d’angle et par la symétrie soa,) d’ave (OAy) ot Ay est un

n
sommet du polygone. En particulier, D,, est d’ordre 2n.

Preuve. Soit g € D,,. On note {4, As, ....., A, } les sommets du polygone
numérotés de telle fagon que 7 2x)(A;) = Aipq pour i € {1,....k — 1} et
r(o%)(An) = A;. On consideére deux cas :
— Supposons g(A;) = A;. Alors, comme g est linéaire et que g(O) = O,
tous les points de la droite (OA;) sont invariants par g. Donc g est soit
I'identité soit la symétrie s(p4,) d’axe (OA;).
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5.4. Complément 2 : Le groupe diédral

— Supposons que g(A;) = Ay pour k # 1. On a 7’( 27r)(/11) = A, dou
r(l kg,r) o g(A;) = A; et il suit que d’apres le premier cas r(lglzi) og

est soit I'identité soit la symétrie d’axe (OA;). Ainsi, g s’écrit comme
produit de s(0a,) et (g, 2x).
On en déduit ainsi que les éléments de D,, sont :

nl n—1

Ida 8(0A1)7 T(O72—7")7 T(O,Qf) o S(OAl) .. (O 27r)7 T(O 271') (OAl)

n

Donc l'ordre de D,, est 2n

Proposition 5.4.2 On a :
~ 7./nZ x ZL]2Z.

Preuve. Posons N =< 7 2r) > et H =< 504,) > Alors, il est clair que
H est isomorphe au groupe cyclique Z/27Z ( soa,) est d’ordre 2) et que N
est isomorphe a Z/nZ car r(g 2 2r) est d’ordre n. Il reste donc a montrer les
3 propriétés de la définition 5.2.1 . Il est clair que N N H = {Id} et que
NH = D,. En effet, d’aprés la preuve de la proposition, tous les éléments de
D, s’écrivent sous la forme r{,, 2 0S(oa,) aveci € {0,...,n—1} et j € {0,1}.
Il reste donc a montrer que N est normal dans D,,. Smt donc g € D, alors
g:rzo%ﬁ)os(OA)pourze{O on—1}et je€{0,1}. Ona:

-1 i j —j —i
Sij =0, le résultat est évident : on a gor 2x)0 g~' € N. Remarquons que

,',,’L

(0,21 et s(0a,) sont caractérisé par :
‘n

o2 (A) = A et 504 (A) = An_rsa,

pour tout [ € {1,2,...,n} et o on a posé Apyp := Ag.
Si j = 1, on vérifie facilement que pour tout [ € {1,2,...,n}, on a

go T(O 27r o) g (Al) Al—l = Al—l—n—l-

Donc g o, 21) 0 g -1 Comme N est engendré par r g 2xy, il suit

(O =)
gNg~' C N donc N est normal dans D,,. On conclut donc que D,, est iso-
morphe au produit semi-direct de N et de H d’ou le résultat.

O
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