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Résumé. Nous étudions la structure du centralisateur d’un élément unipotent
régulier d’un sous-groupe de Levi d’un groupe réductif, ainsi que la structure du
groupe des composantes de ce centralisateur en relation avec la notion de systeme
local cuspidal définie par Lusztig. Nous déterminons son radical unipotent, mon-
trons ’existence d’'un complément de Levi et étudions la structure de son groupe
de Weyl. Comme application, nous démontrons des résultats qui étaient annoncés
dans un précédent article de 'auteur sur les éléments unipotents réguliers.

Abstract. We investigate the structure of the centralizer of a regular unipotent
element of a Levi subgroup of a reductive goup. We also investigate the structure
of the group of components of this centralizer in relation with the notion of
cuspidal local system defined by Lusztig. We determine its unipotent radical,
we prove that it admits a Levi complement, and we get some properties on its
Weyl group. As an application, we prove some results which were announced in
previous paper on regular unipotent elements.

MSC Classification. 20G

Dans un précédent article [Bonl], 'auteur avait défini une application entre I’ensemble
des classes unipotentes régulieres d’un groupe réductif sur un corps fini et I’ensemble
des classes unipotentes régulieres d’un de ses sous-groupes de Levi. Nous espérions alors
pouvoir préciser un théoreme de Digne, Lehrer et Michel sur la restriction de Lusztig des
caracteres de Gel’'fand-Graev en bonne caractéristique [DLM2, Théoréme 3.7].

Nous sommes aujourd’hui parvenus a ce but : la publication de ce résultat sera faite
dans [Bon4| et [Bonb]. Pour ce faire, reprenant la preuve de [DLM2] utilisant les faisceaux-
caracteres, nous avons eu besoin d’obtenir des résultats assez fins sur les éléments unipo-
tents réguliers des sous-groupes de Levi d’un groupe réductif. Le but de ce papier est de
rassembler ces résultats relativement hétéroclites dans un contexte indépendant de celui
des caracteres de Gel’fand-Graev.

Soient G un groupe réductif défini sur un corps algébriquement clos IF de caractéristique
p = 0, P un sous-groupe parabolique de G et L un complément de Levi de P. Notons
7 : P — L la projection canonique. Soit u un élément unipotent régulier de G, que nous
supposons appartenir & P. Alors v = 7(u) est un élément unipotent régulier de L. D’autre
part, puisque Cg(u) C P, I'application 7 induit un morphisme surjectif HZ : Ag(u) —
A (v). Si & est un caractere linéaire de Ag(u) (qui est abélien), on peut montrer que
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la paire (u, ) est cuspidale au sens de [Lu] si et seulement si Ker HE ¢ Ker ¢ pour tout
sous-groupe de Levi L d’un sous-groupe parabolique propre P de G tel que u € P (voir
proposition 3.8).

Par ailleurs, si on note Z(G) le groupe des composantes du centre de G, alors 'application
canonique h€ : Z(G) — Z(L) est surjective. Lorsque p est bon, 'application canonique
Z(G) — Ag(u) est un isomorphisme et, via cette identification, h¢ coincide avec HZ.

Ces remarques nous ont conduit & étudier systématiquement les applications h& et HZ.
Pour cela, nous posons la définition suivante : le groupe G est dit cuspidal (respectivement
quasi-cuspidal) si, pour tout sous-groupe de Levi L d’un sous-groupe parabolique propre
P de G contenant u, on a Kerh& # {1} (respectivement Ker HE # {1}). Ces deux
notions coincident bien sur lorsque p est bon pour G. Il se trouve que, dans la majorité
des cas, un groupe (quasi-)cuspidal admet un systeme local cuspidal supporté par la classe
unipotente réguliere. Nous obtenons dans les sections 2 et 3 des résultats de classification
concernant ces deux notions.

Dans [Bon4] et [Bonb], il est apparu que 'étude du centralisateur Cg(v) de v dans G
nous serait particulierement utile. Nous avons donc étudié le centralisateur des éléments
nilpotents réguliers des sous-algebres de Levi de l'algebre de Lie g de G (lorsque la
caractéristique est bonne, c’est-a-dire dans le cas qui nous intéresse pour les applications
aux caracteres de Gel’fand-Graev, les deux questions sont équivalentes).

Si n est un élément nilpotent de g, des informations sur la structure de Cg(n) peuvent
étre obtenues a partir du diagramme de Dynkin-Richardson de n. Il y a peu de temps
encore, l'existence de ce diagramme (ainsi que les propriétés mentionnées) n’était prouvée
que lorsque p est bon pour G, et la preuve reposait sur la classification des groupes
réductifs pour les petites valeurs de p (voir [BC], [Pol] et [Po2]). Récemment, A. Premet
[Pr] a donné une preuve générale de cette existence et a aussi retrouvé la décomposition
de Levi du centralisateur de n dans G a partir du diagramme de Dynkin-Richardson.

Lorsque n est un élément nilpotent régulier de 'algebre de Lie d'un sous-groupe de
Levi de G, nous retrouvons par des méthodes élémentaires le résultat d’A. Premet. Nous
I’améliorons méme légerement dans ce cas particulier : notre preuve reste valide en mau-
vaise caractéristique. Nous obtenons aussi des précisions supplémentaires sur la structure
de Cg(n) : nous en donnons un sous-groupe de Borel explicite (voir théoreme 5.7) et nous
déterminons dans plusieurs cas (notamment lorsque le sous-groupe de Levi est cuspidal)
la structure du groupe de Weyl de Cg(n). Ces résultats sont contenus dans les section 4
et 5. Dans la section 6, nous supposons que p est bon, ce qui nous permet de relever ces
résultats au cas du centralisateur de v dans G.

Pour finir, lorsque p > 0 et IF est une cloture algébrique de son sous-corps premier F,,,
et si G est muni d'une isogénie F' : G — G dont une puissance est un endomorphisme
de Frobenius de G, l'auteur avait défini [Bonl] une application res® entre Iensemble
des classes unipotentes régulieres de G et I’ensemble correspondant pour L (lorsque
F(L) = L). Certaines propriétés de cette application étaient aussi annoncées sans preuve.
L’objet de la section 7 est de combler cette lacune. Le plus difficile est de montrer la
transitivité des applications res. Les résultats des sections 4, 5 et 6 jouent alors un role
primordial (notamment ceux concernant la structure du groupe de Weyl de Cg(v)).



1. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

1.A. Notations générales. Soit ' un corps algébriquement clos dont on notera p la
caractéristique (p > 0). Si H est un groupe algébrique défini sur F, on notera H° la
composante connexe de H contenant 1'élément neutre, D(H) le groupe dérivé de H,
R,(H) son radical unipotent, Z(H) son centre et Z(H) le groupe fini Z(H)/Z(H)°.
Si h € H, on notera Ag(h) le groupe fini Cy(h)/Cgy(h). On notera X (H) le réseau
des caracteres rationnels H — F* et Y/ (H) I’ensemble des sous-groupes a un parametre
F* — H. Si H est abélien, alors Y(H) est un groupe abélien (c’est méme un Z-module
libre de rang fini) et on notera (, ) (ou (, )g s'il y a confusion possible) la forme Z-bilinéaire
X(H) x Y(H) — Z définie par
w(y(t) =t

pour tous x € X(H), y € Y(H) et t € F*. Lorsque H est un tore, c’est une du-
alité parfaite. Dans ce cas, nous l’étendrons en une dualité parfaite toujours notée
() (X(H)®zQ) x (Y(H) ©2Q) — Q.

Si H est un groupe abélien, on notera Hys (respectivement H,,) le sous-groupe de
H formé des éléments de torsion (respectivement de torsion premiere a p si p > 0 ou
simplement de torsion si p = 0). Si E est une partie de H, on notera < E > le sous-
groupe de H engendré par E. On notera p le groupe des racines de l'unité de F* et on
choisira un isomorphisme

L (Q/Z)P' ;> y’oo
et on notera ¢ le morphisme surjectif de groupes abéliens Q — p_, obtenu en composant
¢ avec le morphisme canonique Q — (Q/Z)iors — (Q/Z),y. Si H est un groupe algébrique
abélien, on notera
y@zr  — y(ir)).
C’est un morphisme de groupes.

Si G est un groupe quelconque, et si E est une partie ou un élément de GG, nous noterons
N¢(E) son normalisateur dans G (si E est un élément, on a alors Ng(E) = Cg(F)). Si
Ey, ... E, sont des parties ou des éléments de GG, nous noterons Ng(Ey, ..., E,) le groupe
Ng(E1) M-+ N Ng(E,).

1.B. Le contexte. Tout au long de cet article, on fixe un groupe réductif G défini sur
F. On choisit un sous-groupe de Borel B de G ainsi qu'un tore maximal T de B. On
note U le radical unipotent de B. On note g, b, u et t les algebres de Lie respectives
de G, B, U et T. On note ® le systeme de racines de G relatif a T, A la base de ®
associée au choix de B, et W le groupe de Weyl de ®, c’est-a-dire le groupe de Weyl de
G relatif 4 T : W = Ng(T)/T. A o € ® sont associés une réflexion s,, une coracine
aV, un sous-groupe unipotent unidimensionnel U, (dont on notera u, 'algebre de Lie),
un isomorphisme de groupes algébriques z, : F — U, (qui n’est pas défini de maniére
unique) et on pose e, = (dz,)(1) (e, est un générateur de 'algebre de Lie u,).

Si I est une partie de A, on notera ®; le sous-systeme de racines de ® de base I, W;
le sous-groupe de W engendré par les (s,)acr, P le sous-groupe parabolique BIW;B de
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G, V7 son radical unipotent, L; le sous-groupe de Levi de P; contenant T, B; le sous-
groupe de Borel BN L; de L; et Uy le radical unipotent de B;. Alors ®; est le systeme
de racines de Ly relatif a T et W} est le groupe de Weyl de Lj relatif a T. Remarquons
que B=B; x Vet U= U; x V;. On note 7; : P; — Lj la projection canonique.
On notera w; 1’élément de W; de plus grande longueur (pour la longueur définie par [
ou A) et P} désignera le sous-groupe parabolique de G opposé a P par rapport a L; et
V; =R,(P;).

Pour finir, on se fixe un sous-groupe de Levi L d’un sous-groupe parabolique P de G.
On notera V le radical unipotent de P, hy, (ou h€) le morphisme canonique Z(G) — Z(L)
et m, : P — L la projection canonique.

1.C. Limites et sous-groupes paraboliques. Nous rappelons une définition classique.
Si X est une variété algébrique et si ¢ : F* — X est un morphisme de variétés, on
dit que lim;_gp(t) eziste (et est égale a x € X) §'il existe un morphisme de variété
¢ F — X étendant ¢ (et vérifiant ¢(0) = z). Si limy_p(t) existe, sa valeur est
uniquement déterminée.

Fixons maintenant A\ € Y (G). Nous posons alors
PN ={ge G| Pr% M) gA(t) ™! existe}

et nous notons V() le radical unipotent de P()\) et L(\) le centralisateur de Im A dans
G. On rappelle le fait suivant (voir par exemple [R, §7]).

Proposition 1.1. Soit A € Y(G). Alors :

(a) P(N) est un sous-groupe parabolique de G et L(\) est un sous-groupe de Levi de
P()).

(0) VN = {g € G | lim,_o A(t)A®t) " = 1} et () = {g € G | Tim_o A()gA(H) " =
g}. En particulier, si g € P(N), alors limy_o A(t)gA(t)™! = ma(g) o my : P(\) — L()\)
est la projection canonique.

() Si A € Y(T), alors P(A) =< T, (Ug)iany >0 >, V(A) =< T, (Uy)any>0 > et
L()\) =< T, (Ua)<a7>\>:0 >.

(d) SiAeY(T), alors

et (N=ta( & u,).



1.D. Parties auto-opposées. Soit I une partie de A. On pose
W({)={weW |wl)=1}

et W!={weW | wl)CA}.
Il est clair que W (1) CW et il est bien connu que Ny (W;) =W () x Wr. Sia e A—1,
on pose
Wra = Wiy{a}Wr-
Notons que wy,, € WT.

La partie I est dite auto-opposée (ou W -auto-opposée s’il est nécessaire de préciser le
groupe ambiant) si W(I) = WT.

Proposition 1.2. Soit I une partie de A. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) I est auto-opposée.
(2) Pour toute partie J de A contenant I, wy normalise W7.
(3) Pour tout « € A — I, wiygay normalise Wr.
(4) Pour tout « € A — I, wy, normalise Wr.
(5) Pour tout « € A — 1, wy, € W(I).

DEMONSTRATION - ¢f. [H]. m

Proposition 1.3. Si [ est auto-opposée, alors (W (1), (wra)aeca—1) est un groupe de Weyl
(pour son action sur l'orthogonal de IV dans X(T)).

DEMONSTRATION - ¢f. [H]. m

Si I est une partie de A, on posera

W= w).

weWwl!

Alors I™ est une partie de I et IV = T si et seulement si I est auto-opposée. On peut
ainsi définir par récurrence une suite (1), ey en posant :

10 =],
10D = (1)) pour tout n € N.

La suite (1), cy est décroissante et stationnaire & partir d'un certain rang. On posera
I =n, >0l ("), La proposition suivante est immédiate.

Proposition 1.4. Si I est une partie de A, alors I©) est la plus grande partie de I qui
est W -auto-opposée.

Nous terminons le §1.D par quelques définitions qui nous seront utiles par la suite. Un
morphisme 7 : G — G entre groupes réductifs connexes est dit isotypique si Ker 7 est
central dans G et Im 7 contient le groupe dérivé de G. Un sous-groupe de Levi L d'un
sous-groupe parabolique de G est dit auto-opposé (ou G-auto-opposé s'il est nécessaire
de préciser le groupe ambiant) s’il est conjugué a un L; ol [ est une partie auto-opposée
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de A. Le groupe réductif connexe G est dit universellement auto- opposé si pour tout
morphisme isotypique G — G et pour tout groupe réductif connexe I' dont G est un
sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique, le groupe G est I-auto- opposé.

EXEMPLE 1.5 - S’il existe un élément unipotent u de G et un caractere irréductible
¢ de Ag(u) tel que la paire (u,&) est cuspidale, alors le groupe G est universellement
auto-opposé [Lu, théoreme 9.2]. O

REMARQUE 1.6 - Si L est auto-opposé, alors il existe une unique partie I de A telle que
L soit conjugué a L;. En effet, si I et J sont deux parties de A telles que L soit conjugué
a L; et Ly et si I est auto-opposée, alors il existe w € W tel que w(I) = J. Par suite,
w € W, donc w € W(I) car I est auto-opposée. Donc w(I) =1=J.0O

2. CUSPIDALITE

2.A. Rappels sur le groupe Z(G). Nous rappelons quelques résultats classiques.

Proposition 2.1. Le morphisme canonique X(T) — X(Z(G)) induit un isomorphisme
X(2(G)) ~ (X(T)/ < ® >),.

Corollaire 2.2. Le morphisme hy, : Z(G) — Z(L) est surjectif.

Corollaire 2.3. Le groupe Ng (L) agit trivialement sur Z(L).

Un autre résultat utile sur le groupe Ker hy, est le suivant.

Proposition 2.4. Soient I et J deuz parties de A. Alors
Ker hLmJ = (Ker hLI).(Ker hLJ).

REMARQUE 2.5 - On a Liny=L;NLjet < L[,LJ >= Lj,y. O

REMARQUE 2.6 - Dans [DLM1, lemma 1.5], le résultat suivant est annoncé : “Soient L; et Ly
deux sous-groupes de Levi de sous-groupes paraboliques de G tels que Ly NLo contienne un tore
maximal de G. Alors Ker hy,,nL, = (Ker hy,).(Ker hr,).” En fait, sous cette forme générale, ce
résultat est faux.

En effet, si G = SLy(FF), si p # 2, si T est le tore maximal de G formé des matrices diagonales,
si

z y 0 0
Li={| ¢ o o 4 | @@t -y)=1)
0 0 2 ¢
zr 0 y O
et si Ly ={ 2 jg, (2 %/ | (xt —y2) (2"t —y/2") =1},
0 2 0 ¢
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alors le résultat de [DLM1, lemme 1.5] est faux dans ce cas car Z(G) ~ u,(F), Kerhr, =
ker hr, ~ py(F) et Ker hr,,nn, =~ py(F). L’erreur dans la preuve de [DLM1] est contenue dans
le fait suivant : il n’est pas vrai en général que Z(L; N Ly)° = Z(L;)°.Z(Ly)°. En effet, dans
Pexemple précédent, cette derniére égalité n’a pas lieu (pour des raisons de dimension).

En revanche, si L et Lo sont standard (par rapport au choix d’une base de ®), alors Z(Ly N
Ly)° = Z(L1)°.Z(Ls)°, et leur preuve s’applique. On obtient alors notre proposition 2.4. Nous
en rappelons tout de méme une preuve (qui differe tres légerement de la preuve de [DLMI,
lemme 1.5]). O

DEMONSTRATION - Montrons tout d’abord que
(%) Z(L;ny)° = Z(L;)°.Z(Ly)°.
D’une part, il est clair que Z(L;)°.Z(L,)° C Z(L;ny)°. D’autre part, dim Z(L;) = dim T —
|I|. De plus, on a, d’apres la remarque 2.5,
(xx) Z(Ly,y) = Z(L;) N Z(Ly).
Par conséquent,
dimZ(L;).Z(L;) = dimZ(L;) +dimZ(L;) — dimZ(L;) N Z(L,)
(dimT — |I]) + (dim T — |J|) = (dim T — [T U J|)
dimT — [I N J|
= dim Z(Ljny).

Cela termine la preuve de (x).

Reprenons maintenant la preuve de la proposition 2.4. Tout d’abord, il est clair que
(Ker by, ).(Ker hy,,) C Ker hr,.,. Réciproquement, soit z € Z(G) N Z(Ljn,)°. Alors,
d’apres (x), il existe z; € Z(L;)° et 2o € Z(L,)° tels que z = 21 25.

Mais alors z; = zz, ' € Z(Ly). Par suite, z; € Z(L;)° N Z(Ly). Donc, d’apres (xx), et
puisque hy,,, est surjective (cf. corollaire 2.2), il existe 1 € Z(Ly,y)° CZ(L;)° NZ(Ly)°
et y1 € Z(G) tels que z; = z191. De plus, y; = z127" € Z(G) N Z(L;)°.

De méme, il existe xo € Z(L;us)° et yo € Z(G) tels que zp = xays. On a aussi
y2 € Z(G)NZ(Ly)°. On a alors z = y1y92122. Cela montre que x129 € Z(G) NZ(Lyyy)°,
et donc que z € (Kerhy,).(Kerhy,,).(Ker Ay, ,). Mais, Kerhy, , C Kerhyg,. D’ou le
résultat. m

Siw e W, alors 1) = w(Pr), donc Ly = “Li et donc Ker by, = Ker b, - 11
résulte donc de la proposition 2.4 que

(2.7) Ker hLI = Ker hLI(oo) .

Nous allons maintenant décrire le groupe Ker hy,, en fonction du systeme de racines
de G. L’ensemble A est une base du Q-espace vectoriel Q ®z X (T/Z(G)°) : on notera
(wy)aca sa base duale dans Q ®z Y (T/Z(G)°) (pour la dualité définie par (,)r/zc)e)-
Il est alors immédiat que Z(G) =< it/z@)y(wy) | « € A >. Le résultat suivant est
démontré dans [DLM2, lemme 2.6]. Nous en proposons une preuve légerement simplifiée.
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Proposition 2.8. Soit I une partie de A. Alors le groupe Ker hy,, est engendré par la
famille (ZT/Z(G)O (’w;/))aeA_[.

DEMONSTRATION - Sans que cela porte & conséquence, nous supposerons, pour alléger
les notations, que Z(G)° = 1. On a donc par exemple Z(G) = Z(G).

Dans ce cas, (@) )aca_; est une base du Q-espace vectoriel Q ®z Y (Z(L;)°). Nous
cherchons a déterminer Ker hr,, = Z(G) N Z(L;)°. Pour simplifier les notations, nous
posons Iy = lz(wL,)e-

Tout d’abord, il est clair que it zc) (wy) = i(w)) € Z(G) N Z(L;)°. D’autre part,
SOit D en_ M@y € Q@7 Y (Z(L;)°). Alors i7(Y° ca_; Ma®@y) € Z(G) si et seulement si
i(ny) = 1 pour tout « € A —I. Si p =0, cela signifie que n, € Z pour tout « € A — I et
cela termine la démonstration. Si p > 0, cela signifie que n, € Z[}%] pour tout « € A — 1.
On conclut alors en utilisant le fait que Z(G) est d’ordre premier a p. m

Cette proposition 2.8 aurait pu étre utilisée pour donner une preuve immédiate de la
proposition 2.4.

Corollaire 2.9. Si G est quasi-simple, et si K est un sous-groupe de Z(G), alors il
existe I CA tel que K = Ker hy,,.

DEMONSTRATION - En effet, dans ce cas, on a, d’apres [Bou, Chapitre VI, §2, corollaire
de la proposition 6], Z(G) = {1} U {i1/zc)- (@) | « € A}. La conclusion provient alors
immédiatement de la proposition 2.8. m

2.B. Morphismes isotypiques. Fixons nous dans cette sous-section, et seulement dans
cette sous-section, un morphisme isotypique 7 : G — G. Notons L = 7 L) et P =
7 1(P). Alors P est un sous- groupe parabolique de G et L est un sous-groupe de Levi
de P. De plus, le diagramme

. h;, .
1 — Kerhy, Z(G) Z(L)—1
(2.10) h TZ(G) TZ(L)
hy,
1 — Ker hy, Z2(G) Z(L)—1

est commutatif et les lignes de ce diagramme sont des suites exactes (les applications 7y,
Tz(q) et Tzw) sont induites par 7).

Proposition 2.11. Les applications 7, 7z(q) et Tzw) sont surjectives.



DEMONSTRATION - ¢f. [Bon2, Proposition 1.1.2]. m

En théorie au moins, la commutativité du diagramme 2.10 et la proposition 2.11 per-
mettent de ramener le calcul de Ker hy, au cas o G est semi-simple simplement connexe
(et méme quasi-simple par produit direct).

2.C. Définition d’un groupe cuspidal. Le groupe G est dit cuspidal si Ker hy, # {1}
pour tout sous-groupe de Levi L d’'un sous-groupe parabolique propre de G. Le résultat
suivant découle facilement de la proposition 2.11.

Proposition 2.12. St G est cuspidal et si 7 : G — G est un morphisme isotypique,
alors G est cuspidal.

REMARQUE 2.13 - Il est a noter que la définition de groupe cuspidal donnée ici coincide
avec celle donnée dans [Bonl, §1]. O

REMARQUE 2.14 - Un groupe cuspidal est universellement auto-opposé. Cela résulte
des propositions 2.12, 1.4 et de ’égalité 2.7. O

EXEMPLE 2.15 - (1) Un tore est cuspidal.
(2) Le groupe SL,(F) est cuspidal si et seulement si p ne divise pas n.

(3) Le groupe G = Spy(FF) n’est pas cuspidal. En effet, si p = 2, alors Z(G) = {1}.
D’autre part, si p # 2, alors Z(G) ~ Z/2Z et il existe un sous-groupe de Levi L d'un
sous-groupe parabolique de G qui est isomorphe & SLy(F) x F*. On a alors Z(L) ~ Z /27
et comme le morphisme Z(G) — Z(L) est surjectif, on en déduit que Ker hy, = {1}. O

2.D. Classification. Si K est un sous-groupe de Z(G), nous noterons £(K) (ou bien
LE(K) il est nécessaire de préciser le groupe ambiant) I'ensemble des sous-groupes de
Levi L de sous-groupes paraboliques de G tels que Ker hy, C K. Nous noterons L, (K)
(ou LG, (K)) I'ensemble des éléments minimaux (pour I'inclusion) de £(K). Le lemme
suivant résulte facilement des définitions et de la proposition 2.4 (voir aussi [Bonl, lemme
1.5]).

Lemme 2.16. (a) Un élément de Ly (K) est cuspidal.
(b) Deux éléments de Luyin(K) sont G-conjugués.
(¢) SiL est cuspidal, alors L € L (Ker hy,).

DEMONSTRATION - (a) Soit L € Lyn(K) et soit M un sous-groupe de Levi d’un sous-
groupe parabolique de L tel que Kerhl; = {1}. Alors par transitivité, Ker h$; =
Ker h€ C K. Donc M € L(K) et donc M = L par minimalité de L.

(b) Soient I et J deux parties de A telles que L et L; appartiennent a L, (K).
Alors, d’apres la proposition 2.4, on a Kerhy,., = (Kerhy,).(Ker hr,,) C K. Donc, par
minimalité de Ly et Ly,onal=INJet J=I1INJ. Donc I = J.

(c) est évident. m
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Grace a la proposition 2.11, déterminer les éléments de L,;,(K) se ramene au cas ou
G est semi-simple simplement connexe et quasi-simple. Une classification complete dans
ce cas est donnée par la table 2.17.

Supposons donc jusqu’a la fin de cette sous-section que G est semi-simple, simplement
connexe et quasi-simple. Puisque Lyin(Z(G)) est la classe de conjugaison des tores max-
imaux, nous n’avons pas inclus ce cas dans cette table. En particulier, si Z(G) = 1, alors
le groupe G n’apparailt pas dans la table. Ce cas a lieu si et seulement si on est G est de
type Eg, Fy ou G, ou G est de type B, C' ou D et p =2, ou G est de type Eg et p = 3,
ou G est de type E; et p=2 ou G est de type A, et r + 1 est une puissance de p.

Cette table se lit de la fagon suivante. Dans la premiere colonne est donné le type de
G. Dans la deuxiéme est donné le groupe Z(G) (u,, désigne le groupe des racines n®me
de I'unité de F*, méme lorsque n n’est pas premier a p). Dans la troisieme colonne est
donnée la liste de tous les cas possibles pour le groupe K. A chaque cas est associé dans
la quatrieme colonne le type de L, dans la cinquieme colonne le groupe Z(L) et dans la
derniere, le diagramme du couple (G, L) (L est représenté par les sommets noirs).

Nous devons cependant donner quelques explications supplémentaires pour le cas du
type Dj,. Dans ce cas, si 1 < i < 2r, nous notons ;" I'élément w,, défini dans le §2.A
(ici, les racines sont numérotées comme dans [Bou, chapitre VI, Planche IV]).

2.E. Conséquence de la classification. Pour montrer le résultat suivant, il suffit de
se ramener au cas ou G est semi-simple, simplement connexe et quasi-simple grace a la
proposition 2.12 et d’utiliser la table 2.17.

Proposition 2.18. Si G est cuspidal, alors toutes les composantes irréductibles de ®
sont de type A.

3. QUASI-CUSPIDALITE

3.A. Définition. Fixons un élément unipotent régulier u de G appartenant a U et posons
uy = mr(u) pour toute partie I de A. Remarquons que ug = 1 et ua = u. Alors uy est
un élément unipotent régulier de L; et, d’apres [Lu, corollaire 7.3 (d)], 7; induit un
morphisme naturel H{ : Ag(u) — Ag,(u;) qui est surjectif (le fait que 7y, induise
ce morphisme découle de ce que Cg(u) CP;). S’il n’y a pas d’ambiguité sur le groupe
ambiant, nous noterons Hy,, le morphisme HE’I .

Le groupe G est dit quasi-cuspidal si Ker Hy,, # {1} pour toute partie propre I de A.
La proposition suivante rappelle les propriétés classiques du centralisateur d’un élément
unipotent régulier (voir par exemple [SpSt]), ce qui permet de faire le lien entre les notions
de groupe cuspidal et de groupe quasi-cuspidal.
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Type Type de )
G Z2(G) L € Lon(K) Diagramme de (G, L)
A, Hoiq oud |r+1 fld—l X X Ad—£ Ad—1 }‘0— Ad—1 }*00— Ad—1
%vfois
Bar i1 o Ap X oo X Ay 06 0 - 0==8
—
p 7é 2 r+1 fois
Boy Ho Ap XX Ay & 060 =0
N—
p 7é 2 r fois
Cr z Ay 0—0 - 0—0—<8
p#2 (grande racine)
Ul
Ap x o x Ay x Ay S—O—G----S—O—(e
—
D2r+1 My r—1 fois
e
P72 Ay x A4y 0—0——O—O<
©
D)
AL XA, 080 86—
—
r+1 fois )
0
DQT’ A1><-~-><A1 060 - 90—
—
Feo X Ho r fois L)
D)
p#2 Ap x - x Ay 060 80— 0
—
r fois
D)
Al X Al 0—0— _O—O<
@ |
Eg 75 Ay x Ay Ul ) ¢ ) )
p#3 E
Er Mo Ap x Ay x Ay —0—0—=8—0—=¢
p#2 g

Table 2.17
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Proposition 3.1. (a) Cg(u) = Z(G) x Cy(u) et Ca(u) est abélien.

(b) Ag(u) = Z2(G) x Ay(u) et Ag(u) est abélien.

(¢) Sip est bon pour G, alors Cy(u) est connexe, et donc Ag(u) = Z(G). En
particulier, le morphisme Hy,, coincide avec le morphisme hy,, .

(d) Sip est mauvais pour G et si G est quasi-simple, alors Ay(u) est cyclique engendré
par l'image de uw. De plus, |Ay(u)| = p sauf sip =2 et G est de type E; ou Eg, auquel
cas |Ay(u)| = p? = 4.

Corollaire 3.2. 5i G est cuspidal, alors il est quasi-cuspidal. Si p est bon pour G, alors
G est quasi-cuspidal st et seulement si il est cuspidal.

EXEMPLE 3.3 - Si p = 2, le groupe Spy(F) est quasi-cuspidal mais n’est pas cuspidal
(voir 'exemple 2.15 (3) et la proposition 3.1 (d)). O

Proposition 3.4. Si G est quasi-simple et si p est mauwvais pour G, alors Ag(u) est
cyclique.

DEMONSTRATION - En effet, Z(G) est un p’-groupe et Ay(u) est cyclique (voir la propo-
sition 3.1 (d)). Il suffit donc de montrer que Z(G) est cyclique. Cela se fait en regardant
la classification des systemes de racines. Le seul cas ou le groupe (X(T)/ < ® > )i n'est
pas cyclique se produit en type D, : ce groupe est alors isomorphe a Z/27 x 7./27.
Mais, puisque p est supposé mauvais (c’est-a-dire égal a 2 dans ce cas), on a alors
(X(T)/<®>)y=1m

3.B. Morphismes isotypiques. Soit 7 : G — G un morphisme isotypique. Soit u
I'unique élément unipotent de G tel que 7(u) = u et, si I est une partie de A, soit u;
Punique élément unipotent de L; = 7~ (L;) tel que 7(ii;) = u;. Alors le diagramme

. Ker HE A() B )
1 eriig, a(@) LI(UI) 1
(3.5) TH T 2
HLI ~
1 — Ker Hy,, Ag(u) Ap, () —=1

est commutatif et les lignes de ce diagramme sont des suites exactes (les applications 7y,
71 et my sont induites par 7). En effet, cela résulte de la commutativité du diagramme
2.10 et du fait que 7 induit un isomorphisme de groupes A¢(4) ~ Ay(u). Ce méme fait
combiné avec la proposition 2.11 montre la proposition suivante.

Proposition 3.6. Les applications gy, m et my sont surjectives.
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Corollaire 3.7. Si7: G — G est un morphisme isotypique et st G est quasi-cuspidal,
alors G est quasi-cuspidal.

3.C. Quasi-cuspidalité et systémes locaux cuspidaux. Les notions de groupes quasi-
cuspidaux et de paires cuspidales sont reliées par la proposition suivante et ses corollaires.

Proposition 3.8. Soit u un élément unipotent régulier de G et soit & un caractére
irréductible de Ag(u). La paire (u,&) est cuspidale (au sens de [Lu, introduction]) si
et seulement st Ker Hy,, ¢ Ker & pour toute partie propre I de A.

REMARQUE 3.9 - Le groupe Ag(u) est abélien donc tous ses caracteres irréductibles
sont linéaires. O

DEMONSTRATION - Nous rappelons ici une preuve de ce résultat bien connu. Soit I une
partie de A et soit v un élément unipotent de L;. Posons

Yoo ={9Ct,(v)Vr € G/CE (v) V7 | g tug € vV},

et soit S, 'ensemble de ses composantes irréductibles de dimension égale a dim Cg (u) —
dim Cp,, (v) (cet ensemble peut étre vide). Le groupe Ag(u) agit sur S, , et nous noterons
cuw la caractere de permutation de Ag(u) associé a cet ensemble. Par définition [Lu,
Introduction], la paire (u, &) est cuspidale si et seulement si (£, €y,0) ag() 7 0 pour toute
paire (I,v) comme précédemment et telle que I # A.

Mais, puisque u est régulier, Y, , est non vide si et seulement si v est lui aussi un
élément unipotent régulier de L;. Dans ce cas, on peut supposer que v = u;. On a alors
Y., = A, (ur) : en effet, tout élément g € G tel que g 'ug € B doit appartenir & B
car B est I'unique sous-groupe de Borel de G contenant u. Donc ¢, ,, est le caractere du
QuAg (u)-module Q Ay, (ur), ott Ag(u) agit par translation & gauche via Hy,,. La preuve
de la proposition est complete. m

Corollaire 3.10. Si & est un caractére irréductible de Ag(u) tel que la paire (u,§) est
cuspidale, alors G est quasi-cuspidal.

DEMONSTRATION - Claire. m

Corollaire 3.11. Si G est quasi-simple et quasi-cuspidal et si p est mauvais pour G,
alors il existe un caractére linéaire & de Ag(u) tel que (u,§) soit une paire cuspidale.

DEMONSTRATION - D’apres la proposition 3.4, le groupe Ag(u) est cyclique. Soit alors
¢ un caractere linéaire fidele de Ag(u). Puisque le groupe G est quasi-cuspidal, il résulte
de la proposition 3.8 que la paire (u, &) est cuspidale. m

Corollaire 3.12. St G est quasi-cuspidal, alors G est universellement auto-opposé.
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DEMONSTRATION - Si p est bon pour G, cela résulte de la remarque 2.14 et de la propo-
sition 3.1 (c).

Supposons donc que p est mauvais pour G. Soit 7 : G —> Gun morphisme isotypique
et soit I' un groupe reductlf connexe tel que G soit un sous- groupe de Levi d'un sous-
groupe parabolique de T Alors G est quasi-cuspidal d’apres le corollaire 3.7. D’autre
part, p est aussi mauvais pour I et, toujours d’apres le corollaire 3.7, on peut supposer
que T est semi-simple, simplement connexe et quasi-simple. Alors Ap(4') est cyclique
d’apres la proposition 3.4 (ici, @' est un élément unipotent régulier de f‘) Le morphisme
Hg étant surjectif, on en déduit que Ag (@) est cyclique (ici, ¢ est un élément unipotent
régulier de G). Par suite, si € est un caractére linéaire fidele de Ag (), on déduit de la

quasi-cuspidalité de G et de la proposition 3.8 que la paire (@, £) est cuspidale. Le résultat
découle alors de I'exemple 1.5. m

Lorsque p est bon pour G, la preuve de la deuxieme assertion du corollaire suivant est
donnée dans [Bonl, proposition 1.4].

Corollaire 3.13. Soit I une partie de A telle que Ly est quasi-cuspidal. Alors Ay, (ur) =
Ag(uI).

DEMONSTRATION - Supposons donc L; quasi-cuspidal. I1 est & noter que le morphisme
naturel Ay, (ur) — Ag(us) est injectif. Il suffit donc de montrer que ce morphisme est
surjectif. Pour cela, on peut supposer que est G semi-simple simplement connexe et
quasi-simple.

Le cas ou p est bon étant traité dans [Bonl, proposition 1.4], supposons ici que p est
mauvais pour G. Alors, d’apres la proposition 3.4, le groupe Ag(u) est cyclique, donc le
groupe Ar,(uy) 'est aussi (par la surjectivité de Hy,,). Par suite, d’apres la proposition
3.8, si £ est un caractere linéaire fidele de Ay, (uy), alors la paire (uy, &) est cuspidale (car
L; est quasi-cuspidal). Le résultat découle alors de [Bonl, corollaire de la proposition
1.1]. m

3.D. Classification. Nous allons ici classifier les paires (G, L) ou G est un groupe semi-
simple, simplement connexe et quasi-simple, et L est un sous-groupe de Levi quasi-cuspidal
d’un sous-groupe parabolique de G. Si p est bon pour G, le groupe L est quasi-cuspidal
si et seulement si il est cuspidal : on peut alors se référer a la table 2.17. Nous allons donc
supposer que p est mauvais pour G jusqu’a la fin de cette sous-section 3.D. Le résultat
est donné dans la table 3.14.

Cette table se lit comme suit. Dans la premieére colonne est donné le type de G (semi-
simple simplement connexe et quasi-simple). Dans la deuxiéme est donnée la liste des
mauvais nombres premiers pour G. Pour chacun de ces mauvais nombres premiers, la
troisieme colonne décrit le groupe Ag(u). Ce dernier est noté de la fagon suivante :
W, X Zy signifie que Z(G) est isomorphe a p,, (en particulier n est premier a p) et
que Ay(u) est isomorphe au groupe cyclique Z,» d’ordre p” (ol v est un entier naturel
non nul). Dans la quatrieme colonne on trouve, pour chaque mauvais nombre premier
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p, la liste des types possibles de sous-groupes de Levi quasi-cuspidaux L;. La cinquiéeme
colonne contient le groupe fini Ay, (ur), noté en utilisant les mémes conventions que pour
Ag(u). Il est a noter que le diagramme du couple (G, L;) n’est pas donné (alors qu’il
I'était dans la table 2.17) car, dans chaque cas, il n’y a qu'une seule possibilité pour la
partie I étant donnés les types de G et L; (sauf dans le cas ou G est de type Er7, p =3
et L est de type A; x A; x Ay, auquel cas on retrouve le méme diagramme que dans la
table 2.17). Tout comme dans la table 2.17, le cas ou I = & n’est pas mentionné.

3.E. Conséquences de la classification. Nous revenons au cas général, c’est-a-dire
que nous ne supposons plus que p est mauvais pour G. En utilisant les tables 2.17 et
3.14, on retrouve le résultat suivant bien connu :

Proposition 3.15. Si G est quasi-simple de type exceptionnel, si L est un sous-groupe
de Levi d’un sous-groupe parabolique propre de G et si v est un élément unipotent de L
dont la classe supporte un systeme local cuspidal, alors v est régulier dans L.

DEMONSTRATION - Dans [Lu, §15], le nombre de systémes locaux cuspidaux des sous-
groupes de Levi propres des groupes exceptionnels est donné. Grace aux tables 2.17 et
3.14 et grace a la proposition 3.8, on remarque que ce nombre est égal au nombre de
systemes locaux cuspidaux des sous-groupes de Levi propres des groupes exceptionnels
supportés par la classe unipotente réguliere. Cela montre la proposition 3.15. m

La proposition suivante se montre facilement en se ramenant au cas ou G est semi-
simple simplement connexe et en utilisant les tables 2.17 et 3.14.

Proposition 3.16. Si G est quasi-simple et si K C Ag(u), alors il existe une partie I de
A telle que Ker Hy,, = K.

Nous terminons en donnant la liste des groupes semi-simples simplement connexes
quasi-simples et quasi-cuspidaux en mauvaise caractéristique.

Proposition 3.17. Supposons que p est mauvais pour G et que G est semi-simple, sim-
plement connexe et quasi-simple. Alors G est quasi-cuspidal si et seulement si on est
dans un des cas suivants :

(1) p=2 et G est de type By = Cy, Dy, Eg, E7 ou Gs ;

(2) p=3 et G est de type Eg, E7, Fy ou Gy ;

(3) p=>5 et G est de type Eg.

4. GROUPE DE WEYL DE Cg(uy)
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Type de G Z(G) x Ay(u) | Typede L; | Z(L;) x Ay, (ur)
B,,n>2 Hy X Zs By Wy X Zo
Cn,n =2 By X Zy Cy Wy X Zy
D,, n>4 Hy X Zs Dy Ky X Zo
Es s X Lo Es Us X Zo
Ay x Ay Mg X 2y
Dy Hy X Zy
Hy X Z3 Eeg py X Z3
Eq My X Zy E; My X Zy
Dy My X Zo
Mo X L3 Er o X L3
Es Wy X Zs
A x Ay x Ay Mo X 74
Ey My X 2y E; Wy X 7,
Dy Wy X Zy
My X Z3 Esg py X Z3
By X Zs Eg My X Zs
F, Wy X Zo B, My X Zo
My X Z3 Fy py X Z3
G Py X Zs G By X Zs
Hy X Zs Gy Wy X Zs

Table 3.14
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4.A. Premiéres propriétés. Soit [ une partie de A. Posons
er = Z (D

Alors e est un élément nilpotent régulier de [;. Dans la suite de ce §4, on notera x; I'un
des éléments e; € g ou uy € G.

Puisqu’il n’y a qu’une seule classe de conjugaison d’éléments nilpotents (respectivement,
unipotents) réguliers dans [; (respectivement L;), 'application naturelle

Na(Lz,z1)/Cr,(xr) — Na(Lp) /L ~ W(I)
est un isomorphisme de groupes. Posons

Wea (L, zr) = Na(Ly, 21)/CY, (2r)

et Wé(L[,Qf[) :Ng(LI)ﬂC’E’;(xI)/CEI(xI).

Alors W& (Ly, zy) est un sous-groupe distingué de Wg (L, 27). D’autre part, Ar, (x) est
aussi un sous-groupe distingué de Wq(Ly, x7), dont Uintersection avec W (Ly, ) est
triviale. Par suite, W& (Ly, x7) x Ag,(z;) est un sous-groupe distingué de Wg(Ly, z1).
Remarquons que Wg (L, x1) = Neg, (o) (4(L1)°)/Ceg,(z) (Z(L1)°) est le groupe de Weyl
de C&(xy) relatif au tore maximal Z(L;)°. En particulier, c’est un groupe de réflexions
pour son action sur X (Z(L;)°).

Lemme 4.1. Cg (71) est contenu dans le radical unipotent de Cg(xy).

DEMONSTRATION - D’apres [Bor, 13.17, corollaire 1], on a

Ru(Ceg@n)(Z(L1)°)) = Cruca@)(Z(Lr)°) CR.(Ca(zr)).

Or, Cogn)(Z(L;)°) = Cv, (1) = Z(L;) x Cy,(x5). Cela complete la preuve du lemme
41. m

Nous fixons maintenant un sous-groupe de Borel B(x;) de C&(x) contenant Z(Lj)°.
D’apres le lemme 4.1, il contient donc Cf (x;). Nous identifierons par la suite Ag(z;)
avec le sous-groupe

{w e Wa(Lp,ap) | “B(z;) = B(z))}.

de Wg (L, z1). Avec cette identification, Ay, (z;) est un sous-groupe distingué de Ag(z;).
Remarquons qu’alors

(4.2) Wg(L[,xj) = Ag(aq) X Wé(L[,.ﬁE}).

Puisque Ng(L;)/L; est canoniquement isomorphe a Wq(Ly, x7)/Ar,(z1), on en déduit
que

(4.3) N(;(L[)/L[ >~ (A(;(x[)/ALI(x[)) X WCO;(L[,JI[).

Le lemme suivant découle immédiatement de toutes les observations faites dans cette
sous-section.
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Lemme 4.4. Avec ces notations, on a :

(a) W&(Ly,z;) est un sous-groupe de Ng(Ly)/L; engendré par des réflexions (dans
son action sur X(Z(L;)°)).

(b) W&(Ly,zr) x Ar,(z1) = Wa(Ly, x1) si et seulement si Ap,(xr) = Ag(xr).

(¢) Si Ng(Ly)/L; n'est pas un groupe de réflexions dans son action sur X (Z(L)°),
alors Ay, (xr) est un sous-groupe strict de Ag(zr).

4.B. Sous-groupes de Levi auto-opposés. Soient [ et J deux parties de A telles que
I CJ. Nous supposerons dans ce paragraphe 4.B et seulement dans ce paragraphe que I
est W -auto-opposée.

Proposition 4.5. Soit g € Ng(L;) NCg(z;). Alors :

(a) g € Na(By).

(b) 1l existe un unique a, € Uy tel que azg € Ng(Ly, B, T) C Ng(Ly). En particulier,
g < Ng(P[ N LJ)

(C) Wj(ag)_lagg S N(;(L[) N C(;(x[).

(d) L’application pr . : Na(Ly) N Cg(zy) — Na(L;) N Ca(xr), g — w(a,) tayg est
un morphisme de groupes.

(e) Le diagramme

N(_;(LJ,.Q?J) W(J)
PI,Jx
N(;(L[,JI[) W(I)

est commutatif. Dans ce diagramme, les morphismes horizontaux sont les morphismes
naturels vers Ng(L2)/Le >~ W (?) et le morphisme W (J) — W (I) est juste linclusion
canonique W (J) — W — Wl =W(I).

DEMONSTRATION - (a) découle du fait qu'un élément unipotent (nilpotent) régulier
n’appartient qu’a un seul sous-groupe (une seule sous-algebre) de Borel.

(b) Tout d’abord, d’apres (a), il existe a, € U tel que ay,9 € Ng(Ly, B, T). L'unicité
provient du fait que Ng,(T) = T. D’autre part, un élément de Ng(L,, B, T) normalise
I (donc Ly) car I est auto-opposée. La derniere assertion résulte de ce que ayg € Ng(T)
stabilise [ et J donc normalise P; N L; et du fait que a;, € PN L.

(¢) Nous allons montrer (c), (d) et (e) lorsque x = u : la méme preuve vaut pour x = e.
Puisque a,9 € Ng(L;,B,,T), on a

W[(aggUJ) = aggﬂ'[(’lLJ) = %99y;.

Mais 77(%9%uy) = 77(%uy) = ™ @y;. Cela montre le (c).
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(d) Soient g et h deux éléments de Ng(L;) N Cg(uy). Nous allons calculer agy,.
Remarquons que aygayh € Ng(Ly, By, T). D’autre part, a,ganh = a,gang 'gh et
aggang~" € Uy car g normalise U; d’apres (a). Par suite,

Qgh = aggahg_l.
On en déduit que
wr(agn) = mr(aggang™ ag)wr(ag) = “Imr(ap)mr(ay).
Le fait que py s, est un morphisme de groupes découle alors facilement de ce calcul.

(e) est évident. m

Fixons nous un élément b € B et posons by = m;(b). Posons aussi v/ = %u, e\ =

(add)(ea), u; = my(u') = Yuy et €; = (dry)(€y) = (adby)(es). Siz € {u,e}, alors le
diagramme

intb
Na(Ly, ;) L Ng(Ly, 7))
(4-6) PI,Jx PI,Jz'
intb
Ng(Ly, zp) ! N (Ly, 27)

est commutatif.

PREUVE DE LA COMMUTATIVITE DU DIAGRAMME 4.6 - Notons a) 'unique élément de
U, tel que aj,h € Ng(L;,B;, T) (ou h € Ng(Ly,2')).

Supposons tout d’abord que b € T. Alors b = b pour toute partie K de A. Il est alors
facile de vérifier que aj, = bay-1,,b~" pour tout h € Ng(Ly, ;). Un calcul élémentaire
permet de conclure.

Supposons maintenant que b € U. Alors bx € Uk pour toute partie K de A. Soit h €
N(;(Lj,xf]). Alors abjlhbejlhbJ = abjlhbeylhth_lh € N(;(T) OI‘, abjlhbejlhth_l c
U car h normalise B; donc il normalise U ;. Cela montre que

aj, = abjlhbejlhth_l.
Calculons maintenant 77(a},). On a

mr(ay) = Wf(abglhbJ)bf_IWI(aﬁfl%hbm'h)
= Wf(a'b;lhbJ)bI_lWI(agz)_l a%hbﬂrl(a%)-
On en déduit que
mr(ah) ™ = brmr(ay-ny,,) " Wrt
Par conséquent,
mr(dl) Yl h = by <7r1(ab;1hbJ)_1a§lh> bl

Or, ajh = a,-1,, byhb;'. Cela montre le résultat dans le cas ot b € U.
J J
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Le cas général (c’est-a-dire b € B) se déduit des deux précédents en décomposant b = ty
avecte TetyeU. m

Notons p, le morphisme composé Ng(Ly, z5) =2 Na(Ly, 2;) — We(Ly, ;). Soit

g € Cr(Ly,zy) = Z(L,)° x Cg,(2). Ecrivons g = zy avec z € Z(Ly)° et y € Cy,(wy).

Alors ag = y~' et donc p;.(9) = m1(y)z. Or mi(y) € Cy,(xr) et z € Z(L;)° CZ(L;)°.

Donc p,(g) = 1. Cela montre que le morphisme p, peut se factoriser en un morphisme
prye: Wa(Ly,z5) — Wa(Lz, 7).

Il résulte de la commutativité du diagramme 4.6 que le diagramme

intb
Wea(Ly, ) L We(Ly, )
(4'7) ﬁI,J,:c ﬁ[,],z’
intb
Wea(Ly, xr) ! Wea(Ly, 2%)

est commutatif. Nous terminons par un résultat élémentaire sur le morphisme py_j,,.
_ o LJ
Lemme 4.8. Ker p; ;, = Ker HLI .

DEMONSTRATION - 11 suffit de déterminer le noyau du morphisme p, défini ci-dessus.
Soit donc g € Ker p,,. Alors m7(ay) " agg € Z(L;)° x Cg, (ug). Cela montre que g € Ly et
donc que g € Z(Ly) x Cy, (uy). Ecrivons g = zy avec z € Z(Ly) et y € Cy, (uy). Alors
ag =y~ et donc pr ju(g) = 7(y)z. Mais p,(g) = 1 donc 7;(y) € Cg, (ur) et z € Z(Ly)°.
Cela montre que Ker py s, C Ker HIIjIJ

L’inclusion réciproque est immédiate. m

5. STRUCTURE DU CENTRALISATEUR DE €

5.A. Tores e-adaptés. Si e est un élément nilpotent de g, on pose
Na(e) ={g € G| (adg)(e) € Fe}.

On notera N&(e) la composante neutre de Ng(e). Si e est non nul, alors Ng(e)/Cg(e)
est un tore de dimension 1 (c¢f. [SpSt, corollaire 1.5.7]).

Supposons jusqu’a la fin de cette section que e est non nul. Un sous-tore S de dimension
1 de Ng(e) est dit e-adapté §'il existe un tore maximal S’ de Cg(e) tel que S est inclus
dans le groupe dérivé du centralisateur de S’ dans G. Si tel est le cas, alors SN'S’ est un
groupe fini et donc S.Cg(e) = Ng(e) (et S.C&(e) = N&(e)).

Proposition 5.1. Deuz tores e-adaptés sont conjugués sous Cg(e).
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DEMONSTRATION - Voir par exemple [Bon6, Proposition 1.3]. m

Un sous-groupe a un parametre A\ € Y (G) est dit e-adapté si Im A est un tore e-adapté
et si
(ad A(2))(e) = t?e
pour tout ¢t € F*. Il résulte de la proposition 5.1 que deux sous-groupes a un parametre
e-adaptés sont conjugués sous Cg(e).

REMARQUE 5.2 - L’existence d’un sous-groupe a un parametre e-adapté est assurée pour
p assez grand par des arguments généraux (cf. par exemple [SpSt, §II1.4]), et elle résulte
des travaux de Pommerenning [Pol] et [Po2] pour le cas ou p est bon. Cependant, les
travaux de Pommerenning dépendent de la classification des groupes réductifs. Premet
[Pr] a récemment retrouvé les résultats de Pommerenning par des méthodes n’utilisant
pas la classification des groupes réductifs. O

REMARQUE - Se donner un sous-groupe a un parametre e-adapté est équivalent a associer
a e un diagramme de Dynkin-Richardson. O

5.B. Eléments unipotents réguliers de sous-groupes de Levi. Soit [ une partie de
A. Nous nous proposons ici de démontrer I'existence d’un sous-groupe a un parametre
er-adapté sans utiliser la classification des groupes réductifs. Lorsque p est bon, c’est un
cas particulier des résultats de Premet [Pr] : cependant, nous proposons ici une preuve
différente qui a le mérite de marcher en toutes caractéristiques. Comme nous travaillons
dans un cas particulier, nous obtiendrons aussi des résultats plus précis que ceux de
Premet sur la structure du centralisateur de e;.
Le candidat au poste de “sous-groupe a un parametre ej-adapté” est le suivant :

pi= Y a

acdNed+

Proposition 5.3. Soit I une partie non vide de A. Alors pj est er-adapté.

DEMONSTRATION - D’apres [Bou, chapitre VI, §1, proposition 29], on a
(5.4) Va €I, {a,p]) =2,
ce qui montre que (ad py (t))(e;) = t?e; pour tout ¢ € F*. D’autre part, Im p} est inclus
dans D(L;), Ly = Cg(Z(L;)°) et Z(L;)° est un tore maximal de Cg(ey). Donc py est
er-adapté. m
REMARQUE 5.5 - D’apres I'égalité 5.4, on a

L(p}) Ly = {1}. 0

Avant de montrer le prochain théoreme sur la structure du centralisateur de e; dans
G, nous aurons besoin de quelques résultats élémentaires concernant le sous-groupe a un
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parametre py. Introduisons d’abord quelques notations. Si A est un sous-groupe & un
parametre de T, on pose

B.(A) = (BNLW\)).V(N),
U.(\) = Ry(B.()))

et O, (N)={aed|U,CcU,N}

Notons que B, () est un sous-groupe de Borel de G (contenant T et contenu dans P()))
car L(\) contient T et donc B N L(A) est un sous-groupe de Borel de L(A). On note
B; (\) le sous-groupe de Borel de G opposé a B, () par rapport a T et U, (\) le radical
unipotent de B, (\).

Lemme 5.6. (a) Si (1, ..., B, € ®u(py) et si « € I, alors (na+ 1+ -+ B, p}) =2
etna+ P +---+ 06 €1 (neN¥).

(b) Siw e W est tel que (w(a), py) 2 (e, py) = 2 et (w™H(a),py) (o, p) = 2 pour
tout a € I, alors w(p)) = py.

DEMONSTRATION - (a) On a (v,pf) = 2 pour tout v € I et (5, p)) >0 pour tout
B € ®,(py). Cela montre la premiere assertion. Pour la deuxiéme, remarquons que si
(na+ 1+ -+ 6, pf) =2, alors n = 1 et (G;, py) = 0 pour tout 1 < i < r. Donc f§; € T,
ce qui termine la preuve de (a).

(b) Choisissons un produit scalaire [,] sur X(T) ®z R qui soit invariant par W et
identifions Y (T) ®z R avec X (T) ®zR grace a ce produit scalaire. L’hypothese se traduit
alors ainsi. Pour tout o € I,

[(w—1)(@),pf] 20 et [(w™ =1)(a),p] >0.

On peut réécrire la deuxieme inégalité ainsi :

[(w = 1)(e), —w(p])] = 0.

En sommant la premiere inégalité avec cette derniere, on obtient que

[(w = 1)(a), (w=1)(p])] <O

pour tout @ € I. Mais p} est un combinaison linéaire a coefficients réels positifs des «,
donc

[(w = 1)(p}), (w— 1)(p})] < 0.

Cela montre bien que w(py) = pj. ®

Théoréme 5.7. Soit I une partie de A et soit X € Y(G) un sous-groupe a un parametre
er-adapté. Alors :
(a) Caler) CP(N).
(b) Sip€Y(G) est er-adapté, alors P(A) = P(u).
(c) OG(@[) CrLv(er) x Cyy(er) et C{’,(/\)(ef) est le radical unipotent de Cg(ey).
(d) ¢

BOL(p (61) est un sous-groupe de Borel de Cy,y)(er).
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REMARQUE - Dans I'énoncé (d), on ne peut pas remplacer pj par n'importe quel sous-
groupe a un parametre ej-adapté. O

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.7 - Puisque tous les sous-groupes & un parametre
er-adaptés sont conjugués sous C&(er), on peut supposer (et nous le ferons) que A = py.

(a) Soit g € Cg(er). Il existe un unique élément n € Ng(T) et des uniques éléments

x € Uy(p]) et y € Uu(p)) N™U, (p]) tels que g = ynz. Par suite,
(ad nz)(er) = (ady~")(er).
D’apres la proposition 5.6 (a), les coordonnées de (adx)(e;) et (ady=1)(er) en les e,
(v € I) sont non nulles (pour la décomposition g = t & (Bacolty)), €t ces deux éléments
appartiennent a @, ,v) > 2la. Par conséquent, si on note w I'image de n dans W, cela
implique que, pour tout o € I,
(w(a), pr) = (e, pr) = 2.

De méme, puisque ¢~ appartient aussi au centralisateur de ey, on obtient que
(w™(e), pf) 2 (v, py) =2
\

pour tout o € I. Il résulte alors de la proposition 5.6 (b) que w(p)y) = py.
g € P(pY). Cela montre (a).

Par suite,

(b) résulte immédiatement de (a) et du fait que tous les sous-groupes a un parametres
er-adaptés sont conjugués sous Cg(ey).

(¢) Soit g € Cg(er). D’apres (a), on peut écrire g = lx, avec | € L(p}) et x € V(p}).
Graduons 'algebre de Lie g de la facon suivante. Si i € Z, on pose

g, ={X egl(adp/(t)(X)=t'X}.
Alors e; € g,. Or, (adx)(er) € e + @29, et (adl)(er) € @,. Par suite, [ centralise e,
et donc x centralise e;. Cela montre la premiere assertion de (c).

Montrons la deuxieme. Il suffit pour cela de montrer que CL(p}/)(e]) est un groupe
réductif. Pour commencer, Z(Ly)° est un tore maximal de Cq(es) (et donc de Cy,v)(er)).
Notons Ng(Lz, py,er) son normalisateur dans Cr,y)(er), c’est-a-dire Na(Ly, py,er) =
Ne(Lr) NL(p;) N Cq(er). Notons U le radical unipotent de Cy,y)(er). Alors

(5.8) N(;(L[,p\[/, 6[) NU = {1}

En effet, Ng(Ly, p/,er) NU est égal au centralisateur de Z(L;)° dans U, c’est-a-dire a
L;NU. Mais Ly NL(p)) = {1}, d’ou le résultat.

Soit g € Cr(,y)(er). Comme pour la preuve de (a), écrivons g = ynx avec n € Np,v)(T),
x € Uy(p])NL(p)) et y € Uu(p))N"U, (p/)NL(p)). Notons w la classe de n dans W. En
reprenant la preuve de (a), on remarque que w(a) € ®* pour tout o € I et que w(py) =
py. Par suite, w(I) = I et donc n € Ng(Ly). Mais (ady!')(e;) = (adn) o (ad x)(es). Or,
toujours d’apres la proposition 5.6, la coordonnée de (ady~')(es) (ou (adz)(er)) suivant
eq (o € I) est égale a 1. Puisque w(I) = I, on en déduit que n € Cg(es). Finalement,
on a prouvé que n € Ng(Ly, py, er).

Il en résulte que (Idg —ad(n~'y~'n))(er) = (Idg —adz)(e;). Or, n™ry~'n € U (py) N
L(p))CV; et x € V;. Donc (Idg—adx)(er) € v; No; = {0} (ici, vy et v, désigne les
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algebres de Lie de V; et V; respectivement). Donc x et y centralisent e;. On a donc
montré que

(5.9) Crv)(er) = Cunnpy)(er)-Na (L, p1, er).Cunviey)(er)-

D’apres la décomposition de Bruhat dans Cy,y)(er) et compte tenu de 5.8, on obtient
que U est contenu dans Cpnr(,y)(er). Or, on aurait tout aussi bien pu depuis le début
travailler avec le sous-groupe de Borel B’ = B;.V; a la place de B. On en aurait alors
déduit que U est contenu dans B'NL(pY ). Finalement, U est contenu dans BNB'NL(p)) =
B;NL(py) = {1}. Cela termine la preuve de (c).

(d) Dapres (c) et 5.9, il résulte de la décomposition de Bruhat dans Cy,y)(er) que
O]%ﬂL(p}/)(el) est un sous-groupe de Borel de Cy(,v)(er). Cela montre (d). Cela montre
aussi que 5.9 est une décomposition de Bruhat dans Cy,y)(er). ®

Deux sous-groupes a un parametre e;-adaptés de L; étant conjugués sous Cf (er),
I'application canonique Ng(Ly,e;) N L(p)) — Wa(Ly, er) est surjective, et son noyau
est L(py) N Cy,(er) = Z(L;)° (en effet, d’apres 5.4, Cr,(py) = T). Par la suite, nous
identifierons le groupe Wa(Ly, er) avec le groupe (Ng(Ly) NL(pY) N Ca(er))/Z(L;)°, et
nous identifierons les sous-groupes Ay, (er), Ac(er) et W&(Ly, er) avec les sous-groupes
correspondants.

5.C. Une inclusion de sous-groupes. Fixons maintenant deux parties I et J de A
telles que I CJ. Nous supposons d’autre part jusqu’a la fin de cette section que I est
W -auto-opposée.

Soit g € Ng(Ly) N L(py) N Cg(es). Alors g normalise Cr,(py) = T et, puisqu’il
centralise ey, il stabilise J. Par conséquent, puisque I est auto-opposée et contenue dans
J, on en déduit que g stabilise I. Par suite, il centralise p} et m;(es) = e;. Cela montre
que

(5.10) NG(LJ) N L(p\j) N C(.;(ej) CNg(L[) N L(p}/) N C(.;(ej).

Le lemme suivant est certainement vrai dans une bien plus grande généralité, mais nous
n’en aurons besoin que dans les cas ou il est énoncé.

Lemme 5.11. Si L; et L; sont cuspidauz, alors
Ng(Ly) NL(py) NL°(es) € Na (L) NL(py) N Ce(er).

DEMONSTRATION - Cette preuve (non satisfaisante) se fait en utilisant la classification
des sous-groupes de Levi cuspidaux. Remarquons tout d’abord que 'on peut supposer
que G est semi-simple, simplement connexe, et quasi-simple. D’autre part, d’apres le
corollaire 3.13 et le lemme 4.4 (b), I'application canonique W& (Ly,e;) — Wg(Ly) est
un isomorphisme. Puisque L; est auto-opposé on peut donc supposer que P; est un
sous-groupe parabolique maximal de G (voir proposition 1.3). Dans ce cas W (Ly,ey)
est d’ordre 2. Compte tenu de la classification des sous-groupes de Levi cuspidaux donnée
par la table 2.17, on est ramené a I'un des cas suivants :
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1. Si G est de type A, un calcul direct montre le résultat.

2. Silapaire (G, L) est de type (Cy, Ay) (ici, A; correspond a la grande racine), (Bs, Ay X
Ay), (D5, A3 x Ay) ou (D4, Ay X A1 X Ay), alors la plus grande racine « de ® pour l'ordre
défini par A vérifie la propriété suivante : a + [ (respectivement « — [3) n’est pas une
racine pour tout § € J. Alors U, et U_, sont contenus dans L(p}) N C&(U;). Notons
$o un représentant de s, dans < U,,U_, >. Alors $, € Ng(L,) NL(pYy) N C&(U,).
Puisque Ng(Ly)NL(pYy)NC&(es) est engendré par Z(L;)° (qui est contenu dans Z(L;)°)
et 34, et puisque Cg(U;)CCqg(es) N Ca(er) (car e et e; appartiennent a ’algebre de
Lie u; de Uy), on en déduit le résultat. m

Corollaire 5.12. Si L; et L; sont cuspidauz, alors pr j.(W&(Ly,ey)) est contenu dans
Wé(L[, 6[) .

DEMONSTRATION - Puisque le morphisme naturel
Ne(Ly) NL(py) N Cg(es) — We(Ly,ey)

est un isomorphisme (cf. corollaire 3.13 et lemme 4.4 (b)), cela résulte immédiatement de
la proposition 5.11. m

6. CENTRALISATEUR DE %; EN BONNE CARACTERISTIQUE

Hypothese : A partir de maintenant, et ce jusqu’a la fin de cet article, nous supposerons
que p est bon pour G.

6.A. Homéomorphisme de Springer. Soit G,,; (respectivement g, ;) 'ensemble des
éléments unipotents (respectivement nilpotents) de G (respectivement g). Ce sont des
sous-variétés fermées de G et g respectivement. D’apres [SpSt, théoréme 3.12] et puisque
p est bon pour G, il existe un homéomorphisme G-équivariant

NGB — Guni

tel que n~! soit un morphisme de variétés.

REMARQUE - Il est a noter que n n’est pas forcément un morphisme de variétés. Par con-
tre, si G est semi-simple simplement connexe, alors 1 est un (iso)morphisme de variétés. O

Remarquons que n(1) = 0. La proposition suivante va nous étre utile pour calculer
certaines images par ’application 7.

Proposition 6.1. Soit v un élément unipotent de G. Alors :
(a) v € L si et seulement si n(v) € L.
(b) v € P si et seulement si n(v) € p.
(¢) SiveP, alors n(mL(v)) = (dri)(n(v)).
(¢) v €V siet seulement sin(v) € v.
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DEMONSTRATION - On peut supposer que G est semi-simple simplement connexe, auquel
cas le lecteur peut se référer a [Bon6, Lemme 3.2]. m

6.B. Une propriété du morphisme p; ;,,. Nous fixons une fois pour toutes un élément
b € B tel que n(u) = (adb)(e). Pour tout I CA, nous poserons by = m;(b). Il résulte de
la proposition 6.1 que

(6.2) n(ur) = (adbr)(er).

Alors Cg(ur) = "Cg(er). Le corollaire 5.12 et la commutativité du diagramme 4.7
montrent alors que :

Proposition 6.3. Si [ et J sont deux parties de A telles que I CJ et Ly et L; sont
cuspidauz, alors pr ., (W& (Ly,uy)) est contenu dans W& (Ly, u).

7. CORPS FINIS

7.A. Notations et hypotheses. Nous supposons dans cette derniere section que F est
une cloture algébrique d’un corps fini. On a alors p > 0. On rappelle que p est bon
pour G. Si g est une puissance de p, nous noterons [, le sous-corps de F a ¢ éléments.
Nous supposons aussi que G est muni d’'un isogénie F' : G — G dont une puissance
F? est un endomorphisme de Frobenius associé & une F-structure de G. Nous noterons
Reg,;(G) Iensemble des classes de G-conjugaison d’éléments unipotents réguliers de
GF. Nous supposerons que u € G, En particulier, si L; est F-stable (ot I CA), alors
uy est F-stable. Si g € GF, nous noterons [g]gr sa classe de conjugaison dans GF'.

Nous supposons aussi que B et T sont F-stables. Nous avions fixé un sous-groupe de
Levi L d'un sous-groupe parabolique P de G. Nous supposerons que L est F-stable : par
contre, P n’est pas forcément F'-stable.

REMARQUE 7.1 - Si L est cuspidal, alors il existe une unique partie I de A telle que
L soit conjugué a L; sous 'action de G (cela résulte des remarques 1.6 et 2.14). Par
conséquent, L; et P; sont F-stables. O

Si P est F-stable, on pose

pSCP : R‘eguni(GF> - Reguni(LF>
C —  7L(C NP,

Cette fonction est bien définie [DLM1]. Si Ker h$ = 1, alors elle est bijective.
Dans [Bonl, page 279], 'auteur avait construit une application explicite

I'GSS : Reguni(GF) - Reguni(LF>

méme lorsque P n’est pas F-stable. Nous rappelons cette construction. Tout d’abord,
soit M’ un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique F-stable P’ de L
appartenant a LY. (Z(L)) (M’ existe d’apres la remarque 7.1). Alors M’ est un sous-

groupe de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique de G et M’ est cuspidal. Donc
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il existe, toujours d’apres la remarque 7.1, une unique partie I de A telle que M’ soit
conjugué & L. De plus, Ly et Py sont F-stables. Si C' € Reg,;(G), on pose

resy (C) = (php cpr) " <(GF—classe de conjugaison contenant pg, - p (C)) N M’F).

Ceci est bien défini car, d’apres les remarques précédentes, pyy - pr est bijective et, d’apres
[Bon1], la G"-classe de conjugaison contenant pf - p (C') rencontre M'* suivant une seule
classe de conjugaison. Il est clair que, si P est F-stable, alors res& = pf_p.

REMARQUE - Dans [Bonl], cette construction était faite lorsque F' est un endomorphisme
de Frobenius associé a une F-structure G mais le lecteur peut vérifier qu’elle s’adapte mot
a mot a ce cadre légerement plus général (on n’a besoin que de la propriété de Lang). O

Nous noterons hi : H'(F, Z(G)) — H'(F, Z(L)) l'application induite par hy. Si z €
HY(F, Z(G)) et si U € Reg,,;(G"), nous noterons U, I'image de U par 'automorphisme
extérieur de G induit par z (voir par exemple [Bon3, §1.8]).

7.B. Transitivité des applications res®. La proposition suivante était annoncée dans
[Bon1, proposition 2.2]. En voici enfin une preuve :

Proposition 7.2. Awvec les notations ci-dessus, on a :
(a) res$ ne dépend pas de P.

(b) Si ICA est telle que Ly est F-stable, alors resg ([ulgr) = [ur]yr.

I
(c) SilU € Reg,,(GF) et si 2 € HY(F, Z(Q)), alors resE(U,) = (resfbl)hi(z). En
particulier, resE est surjective.

(d) Soit M un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique de L. Alors

L G_ .G
resyp O resy. = Iesyy -

DEMONSTRATION - (a) et (b) sont faciles tandis que (c) découle de [Bon3, 1.8.2]. Mon-
trons maintenant (d). Soit L’ (respectivement M’) un sous-groupe de Levi cuspidal F-
stable d'un sous-groupe parabolique F-stable de L (respectivement M) tel que Ker A, = 1
(respectivement Ker h}j, = 1). Ces groupes existent d’apres la remarque 7.1 (voir aussi
[Bonl, page 279]). Soit M” un sous-groupe de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique
F-stable de L conjugué a M’ sous I'action de L (voir encore la remarque 7.1). Notons
I (respectivement J) l'unique partie de A telle que M’ (respectivement L') est conjugué
a L; (respectivement L) sous l'action de G. Encore une fois, P; et P; sont F-stables
d’apres la remarque 7.1.

Soit 71 : Reguy (M"F) — Reg,,;(M'F) (respectivement 7; : Reg, (L) — Reg,(L'F),
respectivement 77 : Reg,;(LY) — Reg,,;(M"")) la bijection induite par la conjugaison
dans MY (respectivement GI) : son existence est garantie par [Bonl, Proposition 2.1]
(voir aussi [Bonl, page 279]).
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. L /
Il est clair que resy’ o resEJ = resE'I et que resyp, o rest, = resky, car dans tous les cas on

est en présence de sous-groupes de Levi F-stables de sous-groupes paraboliques F-stables
(voir (b)). D’autre part, par définition [Bonl, page 279], on a

resg = (resy,) ' o7y orest

L M -1 L
resy; = (resyp )~ © T O resyp

et resyy = (respy) ' o 0 77 orest .
Par conséquent, il suffit de montrer que

Tr O resff = res{(/},, oTyJ.
Compte tenu de (c), il suffit de montrer que

(%) resky, o7y (uy) = 71 (up).

Dans cette derniere écriture, on a confondu abusivement élément et classe de conjugaison.
Nous ferons de méme par la suite : le lecteur pourra vérifier que cela ne cause pas de
probleme.

Cela montre que 1’on peut supposer (et ce sera fait par la suite pour alléger les notations)
que L=L"et M = M". 1l existe un élément g € G tel que 9(L;,P;) = (L, P). Puisque
L; et L sont F-stables, on a que g 'F(g) € Ng(Ly). Puisque I'on peut multiplier g a
droite par n’importe quel élément de L, on peut supposer (grace au corollaire 3.13 et au
lemme 4.4 (b)) que ¢ 'F(g) =n € Ng(L;) N C&(uys). On a alors

TJ(UJ) = QUJ.

Notons a,, 'unique élément de Uj tel que a,n € Ng(Ly, B, T) (voir proposition 4.5
(b)). On pose b, = m(a,) ta,. Alors, d’apres la proposition 4.5 (¢) et la proposition
6.3, byn € Ng(L;) N C&(ur). D’apres le théoreme de Lang, il existe a € U tel que
a'nF(a)n™! = b, (car n normalise Uj). Posons alors h = ga. Un calcul simple montre
que h YF(h) = b,n. Alors Q = "(P;NLy) = 9(P;NLy) est un sous-groupe parabolique
F-stable de L et on peut supposer que M = "L;.

On a alors 77(uy) = huy. Notons m™cq : Q — M la projection canonique. Pour

montrer (x), il reste donc & montrer que

(xx) e q(fuy) et "us sont conjugués sous M*
Or,
7TMCQ(QUJ) = 7TMCQ(ha_lUJ)
= hﬁ[(a_IUJ).

b(h’lL[)
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olt on a posé b = hry(a)~th™!. Mais,

bLE(b) = hri(a)h T F(h)m(F(a)™ ) F(h)™

a)bynmy(F(a) Y o, ' h "' F(h)F(h)™!

= hnr(aa, )I(an () nta rr(an)h
mr(anb;ta”

Yo, Dr(an)h ™t

—_

car m7(b,) = 1. Donc F(b) = b et b € "Li; = M. Cela complete la preuve de (x*). m

[SpSt]
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