OPERATEUR DE TORSION DANS SL,(F,) ET SU,(F,)

CEDRIC BONNAFE

Soit G un groupe réductif défini sur un corps a ¢ éléments F, de caractéristique p et soit
F: G — G I'endomorphisme de Frobenius correspondant. Dans le but de paramétrer les car-
acteres (ordinaires) du groupe fini G, G. Lusztig a introduit des combinaisons linéaires par-
ticulieres (et explicites) des caracteres irréductibles de GT', appelés depuis caractéres fantéomes
(ou almost characters en anglais). Ces caracteres fantomes forment une base orthonormale
de l'espace Cent(G?) des fonctions centrales sur G et calculer la table de caracteres de G¥
se ramene au calcul des valeurs des caracteres fantomes en les éléments de G Les calculs
sur des petits exemples montrent que la table des caracteres fantomes a une structure beau-
coup plus simple que la table des caracteéres ordinaires. Dans une série de papiers (cf. [L2]
et [L3]), Lusztig a ellaboré la théorie des faisceauz-caractéres pour essayer de comprendre ce
phénomene. Une des réalisations de cette théorie est la construction d’'une nouvelle base or-
thonormale de I'espace vectoriel Cent(G1"), dont les éléments, appelés fonctions caractéristiques
de faisceaux-caracteres, sont paramétrés par le méme ensemble que celui qui parametre les car-
acteres fantomes. Lusztig a conjecturé que ces deux bases coincident, a multiplication pres
par certaines racines de 'unité, et a donné un algorithme permettant de calculer les fonctions
caractéristiques des faisceaux-caracteres.

La preuve de cette conjecture en général constituerait une étape importante dans la con-
naissance de la table de caracteres de GF. Un progreés considérable a été fait par T. Shoji qui
a prouvé cette conjecture lorsque le centre de G est connexe en supposant seulement que p
est presque bon (cf. [Sh2]) : il a méme calculé explicitement les racines de I'unité invoquées
ci-dessus.

Une des conséquences de la conjecture de Lusztig est que les caracteres fantomes sont des
vecteurs propres pour l'opérateur de torsion Shg/F (¢f. paragraphe 2.1 pour la définition de
l'opérateur de torsion Shg/F : Cent(GF) — Cent(GF)). Dans [A], T. Asai a étudié 'opérateur
de torsion lorsque G est un sous-groupe de Levi rationnel d'un sous-groupe parabolique non
nécessairement rationnel du groupe spécial linéaire SL,, muni de son endomorphisme de Frobe-
nius déployé naturel. Cependant, le résultat obtenu [A, théoreme 4.5.2], a savoir le calcul
explicite de l'opérateur de torsion, ne s’appliquait que lorsque ¢ = 1mod(ppem(1,2,...,n))
et malheureusement, la preuve d’Asai était fausse. Dans cet article, nous reprenons quelques
idées d’Asai et donnons une preuve (que l'on espere correcte) de ce résultat dans le cas ou
¢ = 1modn. Mieux, nous généralisons ce résultat au cas de tous les groupes de type A (c’est-
a-dire si toutes les composantes irréductibles du systeme de racines de G sont de type A). 1l
est a noter que la définition de groupe de type A ci-dessus ne fait pas intervenir la structure
rationnelle de G. En particulier, le résultat que 1'on obtient s’applique aussi bien au groupe
spécial linéaire qu’au groupe spécial unitaire.

Plus précisément, si G est de type A, nous montrons essentiellement deux résultats sur
I'opérateur de torsion. Le premier est que l'opérateur de torsion stabilise 'espace engendré
par les caracteres irréductibles de G'' appartenant & une méme série de Lusztig géométrique,
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ceci sans aucune hypothese sur ¢ (cf. corollaire 4.3.5). Le deuxieme est le calcul explicite de
I'opérateur de torsion lorsque F' agit trivialement sur le groupe des composantes du centre
de G (si G = SL,(F,), cette hypothese est équivalente & ¢ = 1modn) : nous prouvons
qu’alors les caracteres fantomes sont des vecteurs propres pour Shg/F et nous calculons ex-
plicitement les valeurs propres associées (cf. théoreme 5.5.4). Nous utilisons pour cela deux
ingrédients essentiels. Le premier est la notion de fonction absolument cuspidale (cf. para-
graphe 4.2 pour la définition) : Iespace des fonctions absolument cuspidales a été déterminé
dans les groupes de type A dans [B2, corollaire 5.2.2] et, a partir de ce résultat, il est possible
de déduire que 'opérateur de torsion stabilise I’espace engendré par les caracteres irréductibles
de Gf' appartenant & une méme série de Lusztig géométrique. Le deuxiéme est la notion de
caractere de Gel’fand-Graev généralisé. Ces caracteres permettent, dans les groupes de type A,
de paramétrer les caracteres irréductibles de G¥'. De plus, il est facile de calculer leur image par
I'opérateur de torsion (cf. proposition 2.2.5). Une récurrence portant sur les classes unipotentes
de G permet alors de conclure. Cet argument n’est pas nouveau. Il est a 'ocuvre dans I'article
de Shoji [Sh3] dans lequel est calculée la descente de Shintani ShS,, sp dans le groupe spécial
linéaire lorsque m est suffisamment divisible. Ici, nous nous intéressons au cas extréme opposé,
c’est-a~-dire m = 1, et reprenons quelques idées de Shoji. Le cas m = 1 étant plutot plus facile,
nous parvenons a mener I’argument jusqu’au bout méme dans le cas du groupe spécial unitaire.

Nous concluons cet article en montrant que, toujours sous I’hypothese que G est de type
A, les fonctions caractéristiques de faisceaux-caracteres cuspidaux sont égales, a une racine de
I'unité pres, aux caracteres fantomes absolument cuspidaux correspondants : ¢’est une premiere
étape dans le but de prouver la conjecture de Lusztig pour ce type de groupes.

Cet article est organisé comme suit. Dans les trois premieres parties, aucune hypothese n’est
faite sur le groupe G. Dans la premiere, nous nous intéressons au groupe des composantes du
centre de G. Il n’est (presque) pas exagéré de dire que, dans le cas des groupes de type A, toutes
les difficultés ont une interprétation en termes de ce groupe abélien fini. Dans la deuxieme, nous
rappelons la définition de 'opérateur de torsion Shg’/ et calculons son action sur des caracteres
obtenus par induction a partir du radical unipotent d’'un sous-groupe parabolique rationnel de
G. Dans la troisieme, nous rappelons quelques propriétés des caracteres de Gel'fand-Graev
ordinaires, qui sont des cas particuliers de caracteres mentionnés ci-dessus. Dans les trois
dernieres parties, nous nous intéressons aux groupes de type A. Le but de la quatrieme partie
est de montrer que I'opérateur de torsion stabilise I’espace vectoriel engendré par les caracteres
irréductibles de GI" appartenant & une série de Lusztig géométrique (cf. corollaire 4.3.5). La
cinquieme partie est consacrée a 1’énoncé et a la preuve du théoreme principal de cette article
(cf. théoreme 5.5.4), a savoir la description de I'opérateur de torsion. Dans la derniere partie,
nous nous intéressons aux faisceaux-caracteres cuspidaux F-stables sur le groupe G.

Ce n’est qu’au cours de la preuve du théoreme 5.5.4 que nous avons besoin de supposer que
F' agit trivialement sur le groupe des composantes du centre de G. Tous les autres résultats de
ce papier sont affranchis de cette hypothese.

NOTATIONS

0.1. Soit p un nombre premier et soit FF une cloture algébrique du corps fini a p éléments IF),.
On fixe une puissance ¢ de p et on notera F, le sous-corps de [F a ¢ éléments. Toutes les variétés
et tous les groupes algébriques seront considérés sur F.
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On se fixe d’autre part un nombre premier ¢ différent de p et on notera @L une cloture
algébrique du corps f(-adique Q. On choisit un automorphisme de corps Q, — Q, z — T tel
que ¢ = ¢! pour toute racine de 1'unité ¢ dans Q,.

0.2. Si H est un groupe fini, on notera Irr A 'ensemble des caracteres irréductibles de H (sur
Qy) et Cent(H) le Q -espace vectoriel des fonctions centrales H — Q,. Soit H” le groupe abélien

des caracteres linéaires H — Q, (si H est abélien, on a H" = Irr H). On appellera H-module
un Q,H-module & gauche de dimension finie. Si K est un autre groupe fini, on appellera H-
module-K un Q,-ev de dimension finie muni d’une structure de bimodule, H agissant & gauche
et K a droite. Si ¢ : H — K est un morphisme de groupes, on notera ¢ : K" — H" le
morphisme de groupes abéliens induit par ¢. Sin et 1’ sont deux fonctions centrales sur H, on
notera

iy = e S ()T (R).
Al
Alors (, )y est un produit scalaire sur Cent(H) pour lequel Irr H est une base orthonormale.
L’ensemble des classes de conjugaison de H sera noté Conj(H). Si g € H, on notera [g] ou [g]y
sa classe de conjugaison dans H.
Si H est de plus abélien et si ¢ : H — H est un automorphisme du groupe H, on posera :

M(H, ) = H'(p,H) x (H?)"

et MY(H,p) = H? x H'(p, H)",
ou H'(p, H) = H/{p(h)h™' | h € H} est le premier groupe de cohomologie du groupe cyclique
() a coefficients dans H. Si (a,§) € M(H, ) et (a,() € MY(H, ), on pose :

_ ¢(a)¢(a)
{(a7£)7(a7C)}_ |H‘p| .

Remarquons que |H?| = |H'(p, H)|.

0.3. Si H est un groupe algébrique, on notera H° sa composante neutre. Si h € H, on
notera (h) ou (h)g la classe de conjugaison de h sous H et Cg(h) la composante neutre de son
centralisateur dans H. On posera Ag(h) = Cu(h)/Cg(h). Si H est de plus défini sur F, et si F' :
H — H désigne I'endomorphisme de Frobenius correspondant, on notera ey = (—1)¥e—rans de H
et ng = (—1)Fo—rang semizsimple de H Ty’qytre part, on notera H'(F, H) 'ensemble des classes de
F-conjugaison de H (on rappelle que deux éléments h et b’ de H sont dits F-conjugués si il existe
r € H tel que i/ = 27 'hF(z)). Le théoréme de Lang montre que H'(F,H) = H'(F,H/H°).
Pour finir, on notera Z(H) et D(H) le centre et le groupe dérivé de H respectivement.

0.4. Dans toute la suite de ce papier, on se fixe un groupe algébrique réductif connexe G,
défini sur F;. On notera F' : G — G l'endomorphisme de Frobenius correspondant. On
notera Z le centre de G. D’apres [DL, 1.21], il existe un groupe réductif connexe G, défini
sur [F, (on notera encore F : G — G l'endomorphisme de Frobenius correspondant & cette Fo-
structure), contenant G comme sous-groupe fermé F-stable et vérifiant les propriétés suivantes :
(1) G contient le groupe dérivé de G,
(2) Le centre Z de G est conneze.
Il résulte des propriétés (1) et (2) que G est un sous-groupe distingué de G, que G/ G est
abélien, que Z = GNZ et que G = G.Z.
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Si z € Z" et si v € Cent(GT), on posera
téy: GF —  Q
g — 7(z9).
Alors t87 est une fonction centrale sur G et 'application t& : Cent(G¥) — Cent(GF) est une

isométrie. D’autre part, il est facile de vérifier que
(G o G

tG

pour tous z et 2’ dans Z%. L’application z — t& définit donc une action de Z¥ par isométries
sur Cent(GF ).

Soit BO un sous-groupe de Borel F-stable de G et soit TO un tore maximal F-stable de BO
On note Uj le radical unipotent de By et on pose

BOZB()HG et TOZTOHG’.

Soit (G*, T, F*) (respectivement (G*,T%, F*)) un triplet dual de (G, Ty, F') (respectivement
(G TO,F)). L’injection canonique i : G < G induit un morphisme surjectif de groupes

. G* — G*, défini sur F, et tel que ¢ (T*) = T{. Le noyau de i* est connexe : c’est un
tore central de G* dual de G /G. En particulier, Papplication G*!* — G*"" induite par i* est
surjective d’apres le théoreme de Lang. On posera

A* = Keri* N D(G”).

Soit a € (Keri*)"™. Alors a induit un caractere linéaire de GF/G* par dulité. Ce caractére
est trivial sur Z si et seulement si a € A*” (¢f. [DLM, 3.12.1]). On a donc un isomorphisme
de groupes abéliens finis

(0.4.1) warp: AT — (GF)GF.Z)".

Si s est un élément semi-simple de G*" on notera £(G, [s]) (respectivement £(GF, (s))) la
série de Lusztig rationnelle (respectivement géométrique) associé a s. On notera ¢ le caractere
linéaire de Z¥ tel que

(0.4.2) ty = s(2)y
pour tous z € GT et v € E(GT, [3]).

0.5.  Pour finir, on fixe un troisitme groupe réductif connexe G défini sur [F,. On notera encore

F:G—>Gle morphisme de Frobenius. Soit 7 : G — Gun morphisme de groupes algébriques
défini sur [F, et tel que

(1) Kern est central dans G ;
(2) w(G) contient le groupe dérivé de G.

On note Z le centre de G. Les propriétés (1) et (2) ci-dessus montrent que Z = 71(Z) et
G = 7(G).Z°. On pose By = 7 1(By) et Ty = 7 (T) et on note (G*, T3, F*) un triplet dual
de (G,TO, F). L’application 7 induit un morphisme de groupes algébriques 7* : G* — G*,
défini sur F, et tel que 7 (T%) = T3,

1. QUELQUES PROPRIETES DU GROUPE Z/Z°
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1.1. Cuspidalité. Soit L un sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique de G. Le
morphisme injectif de groupes Z — Z(L) induit un morphisme surjectif

hy : Z)Z° — Z(L)/Z(L)°
(cf. [DLM, lemme 1.4]). Le but de ce paragraphe est d’étudier quelques propriétés du morphisme
hy. Sl y a ambiguité possible, on notera A& le morphisme de groupes hy,. Soit L = 7~ (L).
Alors L est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G. Le diagramme suivant

7770 — " gd)mE) —— 1

1 — Kerhy

(1.1.1) o g o

h
1 — Ker hy, 7.)Z° L . Z(L)/Z(L)° —1

est commutatif et les lignes de ce diagramme sont des suites exactes (les applications 7, 7z et
Tz(w) sont induites par 7).

Proposition 1.1.2. Les applications m, 7z et Tz sont surjectives.

PREUVE - Montrons tout d’abord la surjectivité de m;. Soit z un élément de Z dont la classe
dans Z/Z° appartienne au noyau de hy,. Cela signifie que z € Z(L)°. Mais n(Z(L)°).Z° = Z(L)°
donc il existe 2 € Z(L)° et 2° € Z° tels que (%) = 22°. En particulier, 2 € Z et la classe de 2
dans Z / 7° appartient a Ker hy. Cela montre la surjectivité de ;.

La surjectivité de mgz découle de celle de 7 : il suffit de supposer que L est un tore maximal

de G. La surjectivité de 7z, découle aussi de celle de 7z : il suffit de supposer que G = L. m

Un caractere linéaire ¢ de Z/Z° est dit cuspidal si et seulement si Kerhy, ¢ Ker ¢ pour
tout sous-groupe de Levi L d’un sous-groupe parabolique propre de G. On notera (Z/Z°)2,
'ensemble des caracteres linéaires cuspidaux de Z/Z°. On notera H'(F,Z)> . 'ensemble des
caracteres linéaires cuspidaux F-stables de Z/Z°.

Proposition 1.1.3. Soit ¢ un caractére linéaire de Z)Z° et soité = (Comyg. Alors ( est cuspidal
si et seulement si C lest.

PREUVE - Cela résulte immédiatement de la commutativité du diagramme 1.1.1 et de la propo-
sition 1.1.2. m

Corollaire 1.1.4. Si (Z/Z°)),, est non vide, alors toutes les composantes irréductibles du

systeme de racines de G sont de type A.

PREUVE - D’apres la proposition 1.1.3, on peut supposer que G est semi-simple simplement
connexe. On écrit G = Gy x --- X G, ou r est un entier naturel non nul et Gy, ..., G, sont
des groupes semi-simples simplement connexes dont le systeme de racines est irréductible. On
note Z; le centre de G; (1 <i < r). Alors Z = Z; x ...Z, donc il existe des caracteéres linéaires

(i, ..., (¢ de Zq, ..., 72, respectivement tels que ( = ® -+ ® (.
Si L est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G, alors il existe des sous-
groupes de Levi Ly, ..., L, de sous-groupes paraboliques de Gy, ..., G, respectivement tels

que L =L; x --- x L,. Alors

Ker h$ = Ker hS! x - - x Ker hS”
1 s
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et donc ( est cuspidal si et seulement si (i, ..., ¢, le sont. Pour montrer le corollaire 1.1.4, on
peut donc supposer que G est semi-simple simplement connexe et quasi-simple. Un examen au
cas par cas montre que, si G n’est pas de type A, alors il existe un sous-groupe de Levi d'un
sous-groupe parabolique propre de G tel que Ker hy, = {1}. Cela termine la démonstration. m

On dira que le groupe G est de type A si toutes les composantes irréductibles de son systeme
de racines sont de type A.

1.2. Systemes locaux cuspidaux sur la classe unipotente réguliére. On note C,ez Ou
Cr(g'g la classe de conjugaison des éléments unipotents réguliers de G. On fixe une fois pour

toutes un élément unipotent régulier u; € C’f;g. On suppose que u; € UL, Alors
(1.2.1) Ag(uy) =Z/)Z° x Ay, (uy).

REMARQUE - Si p est bon pour G, alors le groupe Cy,(u;) est connexe (cf. [Sp, 4.11]). Dans
ce cas, Ag(uy) ~Z/Z°.

Le groupe Ag(uy) est abélien d’apres [Sp, 4.11] et [Lou]. Si ¢ est un caractere linéaire de
Z/Z°, on notera (; le caractere linéaire ¢ ® 1 de Ag(uy). La proposition suivante est bien
connue et justifie la terminologie “cuspidal” pour les caracteres linéaires de Z/Z°. Nous en
rappelons la démonstration pour la commodité du lecteur.

Proposition 1.2.2. Soit ( un caractére linéaire de Z/Z°. Alors C est cuspidal si et seulement
si la paire (uy, (1) est cuspidale au sens de [L2, introduction].

PREUVE - Soit L un sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique P de G et soit v un
élément unipotent de L. On note Up le radical unipotent de P. Comme dans [L2, introduction],
on pose

Y,.={9€G| g 'uig € vUp}/C;(v)Up.
Puisque u; est régulier, il va étre facile de déterminer la variété Y, ,.

Soit gCy(v)Up € Y, ., et soient By et By deux sous-groupes de Borel de L contenant v.
Alors B1Up et B,Up sont deux sous-groupes de Borel de G contenant g~ lug, donc ils sont
égaux car u est régulier. Donc By = By ce qui montre que v est régulier dans L. Donc si la
variété Y, , est non vide, alors v est régulier.

Réciproquement, supposons v régulier. On déduit des résultats classiques sur les unipotents
réguliers que Y, , est non vide (cf. [St1, lemme 3.2 et théoreme 3.3]). On peut donc supposer
que u; € vUp. Soit gCL(v)Up € Y, , et soit By le sous-groupe de Borel de L contenant v.
Alors 9(B;Up) et B;Up sont deux sous-groupes de Borel de G contenant w;, donc ils sont
égaux, donc g € B{Up. En particulier ¢ € P. La condition g7'ug € vUp implique alors
que g € CL(v)Up. Cela montre que Y,,, = Ar(v). Le groupe Ag(u;) agit sur Ar(v) par
translation a gauche. La représentation par permutation de Ag(u;) associé a Ay (v) contient
le caractere linéaire (; si et seulement si Ker hy, C Ker (. Cela démontre la proposition 1.2.2. m

L’ensemble des classes d’isomorphismes de systemes locaux G-équivariant irréductibles sur
Cheg €st en bijection avec Ag(uq)” : si ¢ € (Z/Z°)", on notera L, le systeme local G-équivariant
sur Cheg associé a (. Le systeme local L est F-stable (c’est-a-dire isomorphe a F*L;) si et
seulement si le caractere linéaire ¢ est F-stable. Pour finir, la paire (Cieg, £¢) est cuspidale au
sens de [L2, definition 2.4] si et seulement si ¢ est cuspidal d’apres la proposition 1.2.2.
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1.3. Centralisateurs d’éléments semi-simples. D’apres [A; 2.3], on a un isomorphisme de
groupes

oar: GY/GF.ZF — HY(F,Z)".
Sin est un entier naturel tel que F™ et F*" agissent trivialement sur Z/Z° et A* respectivement,
alors 0g pn 0 W, pn est un isomorphisme de groupes

(1.3.1) w:A*— (Z/2°)"

qui commute avec 'action des morphismes de Frobenius F' et F™.
~ On fixe un élément semi-simple s € G*f". Alors il existe un élément semi-simple § dans
G*F" tel que i*(5) = s. On considere I'application
Og* (S) — A*
g — §5¢ 571 = g, 3]

oll, pour tout g € Cg-(s), § désigne un élément de G* tel que i*(§) = g. Puisque A* est
central, cette application ne dépend pas du choix de § et g et ¢’est un morphisme de groupes.
Le noyau de ce morphisme est i*(Cg.(5)). Puisque Cg.(8) est connexe (cf. par exemple [DL,
corollaire 5.24]), on a, d’apres [DM3, proposition 2.3|, i*(Cg.(5)) = C&.(s). Par conséquent,
ce morphisme induit un morphisme injectif

Wy Ag+(s) — A*
qui, par composition avec 'isomorphisme w induit un morphisme injectif
ws : Ag(8) — (Z/Z°)"

qui commute aux actions de F' et F'*. En particulier, Ag-(s) est abélien et w, induit cinq autres
morphismes de groupes

wy + Ag- ()" — HY(F,Z)",
w!: HY(F*, Ag-(s)) — (27 /Z°F)",
(1.3.2) Ws 1 Z)Z° — Ag-(s)",
00 HY(F,Z) — (Ag-(s)")",

Ol ZY )2 — HY(F*, Ag-(s))".

Le morphisme w? est injectif et les morphismes @, et @? sont surjectifs. S’il y a risque
d’ambiguité, on notera wg s le morphisme w; et similairement pour les autres.
On rappelle le lemme suivant (cf. par exemple [A, lemme 1.2.1]) :

Lemme 1.3.3. Via ws, on a un isomorphisme
Ag-(s) ~ {z€ A" |5 et 5z sont conjugués dans G*}

~ {zeKeri*|5 et 5z sont conjugués dans G*}

Sia € HY(F*, Ag+(s)), on notera g, un élément de G* tel que g, F(g,) appartienne & Cg+(s)
et représente a. Alors s, = go59,' est un élément semi-simple de G*I" géométriquement
conjugué a s. D’apres le théoreme de Lang, les s, (o € HY(F*, Ag~(s)) forment un systéme de
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représentants de I'ensemble des classes de conjugaison rationnelles contenues dans (s)f". Par
conséquent, on a
E(G",(5)) = | (e
a€H'(F*,Agx(s))

D’autre part, le groupe Cg«(s,) est isomorphe & Cg«(s) muni de 'endomorphisme de Frobenius
aF*, ot & désigne la classe de g, 'F(g,) dans Ag«(s). Puisque Ag:(s) est abélien, on peut
identifier Ag+(s) et Ag+(s4) car les morphismes de Frobenius F* et &F™* coincident sur Ag+(s).
Le lemme suivant est démontré lorsque F' agit trivialement sur Z/Z° dans [A, lemme 2.4.1,
(ii)]. Le cas général se démontre exactement de la méme maniere.

Lemme 1.3.4. Soit « € H'(F*, Ag+(s)). Alors ¢,, = ¢l (a).

1.4. Cuspidalité et éléments semi-simples. On reprend les notations du paragraphe précédent.

Définition 1.4.1. L’élément semi-simple s est dit géométriquement cuspidal (dans G*) si
il existe un élément a € Ag+(s) tel que wg(a) soit un caractére linéaire cuspidal de Z)Z°.
L’élément semi-simple s est dit rationnellement cuspidal (dans G*) s’il existe un élément

a € Ag-(s)!" tel que W¥(a) soit un caractére linéaire cuspidal de Z)Z°.

Si s est rationnellement cuspidal, alors il est géométriquement cuspidal. De plus, il résulte
du corollaire 1.1.4 que :

Proposition 1.4.2. Si G* contient un élément géométriquement cuspidal, alors G est de type

A.

Soit L un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G et soit L* un sous-groupe
de Levi d'un sous-groupe parabolique de G* dual de L. Si L est F-stable, on choisit L*
rationnel et de sorte que (L*, F'*) soit dual de (L, F'). Supposons que s € L*. Le morphisme
Ap+(s) — Ag+(s) est injectif et le diagramme suivant

Ap(s) Ag+(s)
(1.4.3) WLy wa,s
(Z(L)/Z(L)°)" - (Z)Z°)"

est commutatif. De plus tous les morphismes de ce diagramme sont injectifs et, si L est F-
stable, ils commutent aux actions de F' et F™*. La proposition suivante résulte immédiatement
de la commutativité de ce diagramme.

Proposition 1.4.4. Supposons s géométriquement cuspidal. Alors pour tout sous-groupe de
Levi L* d’un sous-groupe parabolique de G* tel que s € L*, on a |Ap-(s)| < |Ag~(s)| ou, de
maniére équivalente, le morphisme Ap«(s) — Ag~(s) n’est pas surjectif.

Si s est rationnellement cuspidal, alors, pour tout sous-groupe de Levi rationnel L* d’un
sous-groupe parabolique de G* tel que s € L*, on a |Ap-(s)"| < |Ag<(s)""| ou, de maniére
équivalente, le morphisme Ap-(s)f — Ag-(s)f n'est pas surjectif.
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Corollaire 1.4.5. Un élément semi-simple géométriquement ou rationnellement cuspidal est

réqulier.

PREUVE - ¢f. [B2, lemme 3.2.9]. m

REMARQUE - La définition 1.4.1 differe de la définition d’élément semi-simple cuspidal donnée
dans [B2, définition 3.2.8]. La proposition 1.4.4 montre qu’un élément géométriquement cuspi-

dal (respectivement rationnellement cuspidal) au sens de la définition 1.4.1 est cuspidal au sens
de [B2, définition 3.2.8].

On pose § = 1*(s). D’apres [DM3, proposition 2.3], on a 7%(Cg&.(s)) = C’é(é‘)Z(G*)O Cela
implique que le morphisme
Tt Ag+(s) — Ag.(8)
induit par 7* est injectif. De plus, le diagramme suivant

ﬂ-*

Ag-(s) - Ag-(8)

(1.4.6) WG s W s

(Z)2°)" ——— (Z)Z°)".
Tz
est commutatif. Dans ce diagramme, toutes les applications sont injectives et commutent a

Iaction de F et F*. Mieux, si on identifie tous les groupes de ce diagramme a des sous-groupes
de (Z/Z°)", on a

(1.4.7) Ag+(s) = Ag. (3) N (Z/2°)"

(cf. lemme 1.3.3). La proposition 1.1.3 et la commutativité du diagramme 1.4.6impliquent la
proposition suivante :

Proposition 1.4.8. Si s est géométriquement (respectivement rationnellement) cuspidal dans
G* alors § est géométriquement (respectivement rationnellement) cuspidal dans G*.

Proposition 1.4.9. Soit s un élément géométriquement cuspidal de G*. Alors ws : Ag~(s) —
(Z)Z°)" est un isomorphisme.

PREUVE - D’apres 1.4.7 et la proposition 1.4.8, on peut supposer que G est semi-simple sim-
plement connexe. Par produit, on peut aussi supposer que G est quasi-simple. Puisque G est
nécessairement de type A (cf. proposition 1.4.2), on peut supposer que G = SL,(F) pour un
entier naturel non nul n. En particulier, G* = PGL,(FF).

Dans la preuve de [B2, lemme 3.2.10], il est prouvé qu’alors, nécessairement, p ne divise pas
n et s est conjugué a I'image dans G* de la matrice diag(1,(,...,¢" 1) ol ¢ est une racine
primitive n°™¢ de I'unité. Le groupe Ag-(s) est alors cyclique d’ordre n, ce qui montre le
résultat. m
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1.5. Action de H'(F,Z) sur Irr G. On rappelle que I'on a un isomorphisme de groupes
og: G/GF. 2 — HY(F,Z)

défini de la maniere suivante (cf. [A, 2.3]). Si g € G, alors il existe g € G et 2 € Z tels que
§ = gZ. Puisque F(§) = §,ona g 'F(g) = 3F(3)"! € GNZ = Z. L’image par o¢ de la classe de
g dans GF /G . ZF est alors égale & la classe de g"'F(g) dans H'(F, Z). Le groupe G /GF .ZF
agit sur Irr G par conjugaison donc, via og, le groupe H'(F,Z) agit sur Irr GF. On peut
étendre cette action par linéarité au Q-espace vectoriel Cent(GT). Si ¢ € H*(F,Z), on notera
e un élément de GF dont l'image par le morphisme composé G — GF/GF.ZF — H'(F,Z)

est égale a c. On pose alors

78y = 7yo (int g.) "

pour toute fonction centrale v sur G¥'. L’application 7¢ : Cent(GF) — Cent(GT) est une
isométrie qui permute 'ensemble des caractéres irréductibles de G¥'. De plus

G G _ G
Te OTqg = Teqd

pour tous c et d dans H'(F,Z).

1.6. Sous-groupes de Levi. Soit L un sous-groupe de Levi rationnel d’un sous-groupe parabolique
P de G. Le morphisme surjectif Ay, induit un morphisme surjectif de groupes hy, : H'(F,Z) —
HY(F,Z(L)). S’il y a ambiguité, on notera h€ le morphisme hy,.

On a un isomorphisme

oy : LY /LY Z(L)Y — HY(F, Z(L))
D’autre part, le morphisme de groupes canonique LY < G¥ induit un isomorphisme
oS LY /LY 2 — HY(F,Z).

Cela signifie que, lorsque cela sera nécessaire, on pourra supposer que g. € L pour tout
c € HY(F,Z). Par suite, le diagramme

GF/GF.ZF
oG
5 5 oS
L /LE ZF HY\(F,Z)
hy,
L7 /LF Z(L)F or HY(F,Z(L))

est commutatif.

2. OPERATEURS DE TORSION
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2.1. Définition. Soit G un groupe algébrique connexe défini sur F, et notons ' : G — G
’endomorphisme de Frobenius correspondant. Soit ¢ € G¥'. Par le théoreme de Lang, il existe
r € Gtelquez ' F(x) = g. Alors ¢’ = F(z)x™! € GF et il est facile de vérifier que 'application
Ngp: Conj(G") — Conj(G")
9] — ]

est bien définie et bijective. En particulier, elle induit une isométrie
Shi p: Cent(GF) — Cent(G")

n — no NI(«:J/F

(2.1.1)

(2.1.2)

appelée opérateur de torsion : la convention choisie ici differe légerement de celles de [D],
[Sh1], [Sh2] ou [Sh3]. D’autre part, cet opérateur est souvent noté ¢ (cf. [A], [Shl] ou [Sh2]). Par
contre, cette convention est la méme que celle de Digne et Michel dans [DM1]. Le lecteur pourra
d’ailleurs se référer a [DM1] pour les propriétés classiques de I'opérateur de torsion Shg'/ e Ol
geGletsige NIS:’/F([Q]), on fera souvent I’abus de notation suivant : ¢’ = NI(;’/F(g).

Sice HY(F,Z), alors

(2.1.3) 7 0 Shi)p = Shipo 7.

Cela résulte du fait que 7€ est induit par un automorphisme de G défini sur F,.

2.2. Opérateurs de torsion et action de H'(F,Z). Si z € Z, on notera Zz la classe de z
dans H'(F,Z). 1l est possible, dans certains cas particuliers, de calculer 'image d’un élément

de GF par NI?/F :
Lemme 2.2.1. Soit g un élément de G” tel que g € Cg(g) et soit z € ZF. Alors

Ngp(zg9) = G:(29)75 "
PREUVE - D’apres le théoreme de Lan~g, il existe 7 € G et 7 € Z tels que z = x_lF(x) =
Z71F(Z). Onpose g = zz71. Alors g € G' et on peut supposer que § = g. Puisque g € C&(9),
il existe, toujours d’apres le théoreme de Lang, un élément y € Cg(g) tel que g = y~'F(y). On
a alors

zg =2y 'F(y) =y '2F(y) = (zy) ' F(ay)
donc
Ngip(zg) = Fley)y 'z
= F(a)yly 'Fy)y 'z

= g 'F(x)gr?

= g(z9)57"

la troisitme égalité résultant du fait que y et g = y ' F(y) commutent. m

REMARQUE - Comme cas particulier (et trivial) du lemme précédent 2.2.1, on a que NI?/ rl9) =
g pour tout élément g € G tel que g € Cg(g).

Corollaire 2.2.2. Supposons que le nombre premier p est bon pour G. Soit u un élément
unipotent de G et soit z € Z¥. Alors

NEp(zu) = gz(2u)gz".
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PREUVE - En effet, si p est bon pour G et si u est un élément unipotent de G, alors u € Cg(u)
(cf. [SpSt, 3.15]) et il suffit d’appliquer le lemme 2.2.1. =

Soit P un sous-groupe parabolique F-stable de G et soit L un sous-groupe de Levi F-stable
de P. On pose

P=-PNG et L=LnNG.

Alors P est un sous-groupe parabolique F-stable de G et L est un sous-groupe de Levi F-stable
de P. On note U le radical unipotent de P et on note A un caractéere de U¥. On pose alors

T§ = ndGr A
Pour tout caractere linéaire ¢ : ZF — @gx, on pose
F
TS, = dZF, e (6 ® ).
Si (z,() € MY(Z/Z°, F), on pose
el
(2.2.3) F¢7)\,(z7g) - Z {(Za <)> (07 §>}
(c,£)eM(Z/Z° F)
Il est facile de vérifier que, pour tout (¢,§) € M(Z/Z°, F), on a
- .G
(2.2.4) Grgg A Z {(27 <)7 (07 5)} F(i),A,(z,C)‘
(2,0)EMY (Z)Z°,F)

Proposition 2.2.5. Supposons que p est bon pour G. Soit (z,() € MY(Z/Z°,F). Alors

1~ G
ShF/FFw,(z,o = ((3) Ty o)

PREUVE - On notera 1, la fonction centrale sur Z* qui vaut 1 sur les éléments de ZF
représentant 2 € (Z/Z°)F et 0 ailleurs. On pose aussi :

F= Y &),
ce(2F [2°F)
I1 est alors facile de vérifier que

2"

=
|Z°T]

In dZFXUF(qb.]_Z—l X )\)

Soit g un élément de G¥' tel que I'(g) # 0. Alors g = 2'u on 2’ € ZF représente 27! et u est

un élément unipotent de G¥. 1l résulte alors du corollaire 2.2.2 que NIE;/F(g) = §;'ggs ou Z
désigne la classe de z dans H*(F,Z). Cela implique que

Sh§ oI = 75T.
Le résultat découle alors du fait que
T 0 = H(F.Z)| H1 Y. (orlr
ceH\(F,Z)

et de I’égalité 2.1.3. m
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3. CARACTERES DE GEL’FAND-GRAEV

On notera Dg : ZIrr G — ZIrr G T'opérateur de dualité d’Alvis-Curtis (cf. par exemple
[DM3, definition 8.8] pour la définition de Dg).

3.1. Définition. On fixe un caractere linaire régulier ¢ : Ul — @gx (c¢f. [DLM, définition
2.3] pour la définition d’un caractere régulier de Ul'). On pose
¢ = ndgr
Si ¢ est un caractere linéaire de Z*', on pose
Loy = Indgﬁxug (9 ®1).
Alors
(3.1.1) rg= > T¢,
pe(zi)"
Si ¢ € H'(F,Z), on choisit §, dans T et on pose
the =0 (int ge) .

D’apres [DLM, théoréme 2.4], les ¢, (¢ € H'(F,Z)) forment un systémes de représentants de
I’ensemble des T} -orbites dans I’ensemble des caracteres réguliers de U, On a de plus

(3.1.2) I =78T§

pour tout ¢ € H'(F,Z). Les caracteres Fg’c sont appelés les caracteres de Gel’fand-Graev

de G. La proposition suivante est a la fois une conséquence et une tres légere généralisation de
[DLM, théoreme 2.12].

Proposition 3.1.3. Soient ¢ et d deuzx éléments de H'(F,Z) et soit ¢ un caractére linéaire de
Z". Alors

G G _ ) ne sic=d,
(Dalgy. Tovlar = { 0  sinon.
PREUVE - Soit ¢ la fonction centrale sur U} définie dans [DLM, preuve du théoreme 2.12,
page 165, ligne 3] (elle est notée ¢ dans [DLM] et on ne peut ici réutiliser cette notation !). Elle
vérifie en particulier
DaI'§ = Indgoi e

En décomposant suivant 'action de Z via les t& (z € ZF), on obtient

(3.1.4) DaI'S,, = ndgr, yr (6@ 7).
La formule de Mackey pour I'induction et la restriction classique implique que
(Dal'gy . TSudar = > (0®UL, 6@ "Va)grwurmur)
neNF /ZF
= > W e uramur
neNF /ZF

ou N est le normalisateur de Ty dans G. La conclusion s’obtient alors en suivant mot & mot le
méme argument que dans [DLM, fin de la preuve du théoreme 2.12, page 165]. m
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3.2. Caractéres réguliers. Soit s un élément semi-simple de G*f". On fixe un sous-groupe
de Borel F*-stable B} de Cg&.(s) ainsi qu'un tore maximal F*-stable T} de Bj. On notera
W (s) (respectivement 1W°(s)) le groupe de Weyl de Cg+(s) (respectivement Cg.(s)) relatif a
T;. Le groupe Ag+(s) sera identifié au sous-groupe

{weW(s)| “Bi = B}
de W(s). On a donc
(3.2.1) W(s) =W?°(s) x Ag+(s).

Siw € W°(s), on notera T un tore maximal F*-stable de Cg.(s) de type w. On pose alors

(3.2:2) VG =y = 2 ST c(w)RE, (s),
W), 2 S

oue : Wo(s) — {1,—1} désigne la signature de W°(s) et RG;(S) désigne le caractere de
Deligne-Lusztig associé a la paire (T}, s). On rappelle le résultat suivant (cf. [A, propositions
3.1.1 et 3.2.1] et [DLM, proposition 3.12]).
Proposition 3.2.3. (a) Pour tout a € H'(F,Z), on a (xs,T' )gr = 1.

(b) La fonction centrale xs sur G est en fait un caractére (non virtuel) de G sans mul-
tiplicité. De plus, x5 € ZE(GF, [s]).

(c) Soit xs1 la composante irréductible commune a x; et Fg'. Si & est un caractére linéaire
de Ag-(s)I", on choisit un élément c € HY(F,Z) tel que &%(c) = & et on pose

S
G
Xs,f = Tc XS,l'

Alors xs¢ ne dépend pas du choix de c mais seulement de & et

Xs = Z Xs,€-

£E(Ag () )N

FGC - Z Xs5,09(c)
[s]

ot [s] parcourt l'ensemble des classes de conjugaison d’éléments semi-simples de G*F .

(d) Pour tout c € H(F,Z),

Corollaire 3.2.4. Soit ¢ un caractére linéaire de Z* et soit c € H(F,Z). Alors :

1 stop=0
G _ s
(a) o T ar = { 0 sinon.
G
(b) Loy = Z Xs,@9(c)-
[s] | #s=¢

PREUVE - Cela résulte de 3.1.1. m
On posera, pour tout (a,() € MY(Ag+(s), F*),
(3.2.5) )A(S(mo = )A(s,(a,C) = Z {(OK, 6)7 (CI,, C)}X-Soué'

(a,§)eM(Ag=(s),F)
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4. FONCTIONS ABSOLUMENT CUSPIDALES EN TYPE A

Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de cet article, nous ferons I’hypothese suivante :
Hypothese : G est de type A.

Sous cette hypothese, les fonctions absolument cuspidales (¢f. paragraphe 4.2 pour la définition
d’une fonction absolument cuspidale) sur G ont été déterminées dans [B2, corollaire 5.2.2].
Nous allons rappeler ici comment construire une base explicite de Cus(G*'). Nous allons méme
préciser le résultat de [B2] en exprimant les éléments de cette base comme combinaisons linéaires
explicites de caracteres irréductibles de G¥. Comme conséquence importante pour la suite, nous
obtenons que l'opérateur de torsion stabilise les sous-espaces Q,€ (G, (s)), ol s est un élément
semi-simple de G*".

4.1. Formule de Mackey. D’apres [B2, théoreme 4.2.1], la formule de Mackey pour les fonc-
teurs de Lusztig a lieu dans G. Cela implique que les foncteurs de Lusztig dans G ne dépendent
pas du choix du sous-groupe parabolique. Par conséquent, si L est un sous-groupe de Levi F-
stable d’un sous-groupe parabolique P de G, on notera quelquefois RY et *RE les foncteurs de
Lusztig RE p et *RE p.

4.2. Fonctions absolument cuspidales. On rappelle qu'une fonction centrale v sur G
est dite absolument cuspidale si, pour tout sous-groupe de Levi rationnel L dun sous-
groupe parabolique P de G, on a *Rf py = 0. On notera Cus(G”) le sous-espace vectoriel
de Cent(GT) formé des fonctions absolument cuspidales. L’espace vectoriel Cus(G!) a été
déterminé dans [B2, corollaire 5.2.2]. On va rappeler ici comment construire une base de

Cus(GF).

Soient ¢ et ¢ des caracteres linéaires de Z% et H 1(F Z) respectivement. On pose :

¢<_ Z ¢(e ¢wc'

ceEH(F\Z)

Théoreme 4.2.1. La famille ( <¢>C> se(ZF)N forme une base orthogonale de Cus(GF).
CEHN(FZ)}\s

PREUVE - Soient ¢ et ¢ deux caracteres linéaires de Z* et H'(F,Z) respectivement. Supposons
¢ cuspidal. Sice€ HY(F,Z) et z € ZF, alors

oG = C(e) 7T,

et tSTS. = p(2)I'G,.
Donc, d’apres [B2, corollaire 0.8.6], Fq(ic est une fonction absolument cuspidale et, d’apres [B2,

corollaire 5.2.2, (a)], il suffit de montrer que Fgg # 0. Pour cela, on va calculer son carré
scalaire. Puisque fgc est absolument cuspidale, on a D(;,l%gfC = ngfgg. En particulier, on a

<F¢?<’ F<z> Jer = ’7G<DGF§<> Ff,c)GF
Il résulte alors de la proposition 3.1. 3 que

Cela termine la démonstration. m
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Soit (z,¢) € MY(Z/Z°, F). On pose

A

Tose0 = PR (CEINENGIS 408

(e,§)eM(Z/Z°,F)

(4.2.3) 1
_ ~G
= TH(F.2) >, @

gG(ZF/ZOF)/\

4.3. Séries de Lusztig. Dans ce paragraphe, nous allons préciser le théoreme 4.2.1. Nous
allons donner une base des espaces Cus(GI)NQ,E(GF, [s]) et Cus(GF)NQ,E(GF, (s))) pour s
un élément semi-simple de G** et nous allons exprimer les éléments de cette base comme com-
binaisons linéaires explicites de caracteres irréductibles appartenant a £(GF, [s]) ou E(GT, (s)).
Avant toute chose, il convient de remarquer que

(4.3.1) Cus(G") = P (cus(GF) NQ,E(G", [s]))

[s]
ou [s] parcourt ’ensemble des classes de conjugaison rationnelles d’éléments semi-simples de
G*". De méme, on a

(4.3.2) Cus(GF) = P <Cus(GF) NQE(GT, (s)))
(s)
ou (s) parcourt I'ensemble des classes de conjugaison F*-stables d’éléments semi-simples de G*.

Théoréme 4.3.3. Supposons H(F,Z)) . non vide. Soit ¢ un caractére linéaire de Z*. Alors :
(a) II existe un élément semi-simple s € G* tel que :
(1) s est rationnellement cuspidal ;
(2) ¢s - 925
(b) Si s’ est un élément semi-simple de G*™ wvérifiant les propriétés (1) et (2) précédentes,
alors s’ est rationnellement conjugué a s.
(c) Soit ¢ un caractére linéaire cuspidal de H*(F,Z). Puisque s est cuspidal, le morphisme

de groupes w? : Ag+(s)f" — HYF,Z)" est un isomorphisme (cf. proposition 1.4.9). Si a

désigne ’élément de Ag-(s)" tel que w°(a) = ¢, alors
EE(Agx () )N

(d) (ng,c)geHl(F 2y, €St une base orthogonale de Cus(GF) N Q,E(GTE, [s]).

cus

PREUVE - Soit ¢ un caractere linéaire cuspidal de H'(F,Z). D’apres [B2, corollaire 5.2.2, (b)],
il existe un unique (& G*f"-conjugaison pres) élément semi-simple s € G* tel que r gg €
Q,E(GF | [s]). En particulier, ¢, = ¢. Puisque Tffgc = Q(c)_lfgc pour tout ¢ € H'(F,Z), le
noyau de ¢ est contenu dans le noyau de &° (cf. [B2, 1.8.7]), c’est-a-dire que ¢ est dans I'image
de w0. Par conséquent, s est rationnellement cuspidal : cela montre le (a) du théoreme 4.3.3.

Montrons maintenant le (c¢). D’apres la proposition 1.4.9, ws : Ag+(s) — (Z/Z°)" est un
isomorphisme donc les morphismes w?, wl, ©,, @0 et ©! sont aussi des isomorphismes. Soit a

CR CRi S

'unique élément de Ag-(s)F tel que w?(a) = ¢. Posons

I'= Z g(CL)Xs,ﬁ'

E€(Ag= (s)F)"
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Alors T est une fonction centrale sur G et on a, pour tout z € Z*" et c € H'(F, Z),

tST = ¢(2)T

et 78T = ¢(c)7'T.

La premiere ¢égalité résulte de 0.4.2 et la deuxieme résulte de la proposition 3.2.3, (c). D’apres
[B2, corollaire 5.2.2, (a)], les fonctions I' et I' gg sont proportionnelles. Le résultat découle alors
du fait que

<Fg(aX8,l>GF =1= <F,X571>GF7

la premicre égalité résultant du corollaire 3.2.4, (b), et du fait que w? est un isomorphisme.
Le (b) et le (d) résultent du (c) et de 0.4.2. m

Théoréme 4.3.4. Supposons H(F,Z)". non vide. Soit ¢° un caractére linéaire de Z°F .
(a) II existe un élément semi-simple s de G*F wvérifiant les propriétés suivantes :
(1) s est cuspidal ;
(2) Res%fp ¢s = ¢°.
(b) Si s est un autre élément semi-simple de G*!" wérifiant les conditions (1) et (2) ci-
dessus, alors s’ est géométriquement conjugué a s.
(c) Soit (2,() € MY(Z/Z°,F). On suppose ¢ cuspidal. Puisque ws est un isomorphisme
(cf. proposition 1.4.9), il existe (a,0) € MY (Ag~(s), F*) tel que w2(a) = ¢ et ©(z) = 0. Alors

/\G A
F¢sﬂ/&(274) - XS,((],,O')'

(d) (fiw’(zm) .ezrzor  est une base orthonormale de Cus(GF) N Q,E(G*, (s)).
CeH (F\Z)gus

PREUVE - Soit ¢ un caractere linéaire de Z¥ étendant ¢°. Soit s 'unique (3 G*I" -conjugaison
prés) élément semi-simple cuspidal de G* tel que ¢, = ¢ (cf. théoreme 4.3.3). Alors s satisfait
les conditions (1) et (2) du (a). En particulier, d’apres 1.4.9, le morphisme wy : Ag+(s) —
(Z/Z°)" est un isomorphisme. Donc, si ¢ est un autre caracteére linéaire de Z% étendant ¢°,
alors il existe « € H'(F*, Ag+(s)) tel que ¢, = ¢’ (¢f. lemme 1.3.4). Le (d) découle de cette
remarque et du théoreme 4.3.3, (d).

Le (b) découle du (d) et le (c¢) résulte du théoréme 4.3.3, (c) et du lemme 1.3.4. m

Corollaire 4.3.5. Soit s un élément semi-simple de G*F". Alors 'opérateur de torsion Shg/F
stabilise Q,E (G, (s)).

PREUVE - D’apres le (d) du théoreme 4.3.4 et le corollaire 2.2.5, Shg/F stabilise Cus(G) N

@ZE(GFu (8)) _

Soit maintenant v € Q,E(GF,(s)). 1l existe une famille A de paires (L, \) telles que L
est un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique de G, A est une fonction
absolument cuspidale sur L’ telles que

v = Z REN.
(L,))eA

D’autre part, d’apreés [B1, corollaire 4.4.1], on peut supposer que A € E(L”, (t,)1+) ott L* est
un sous-groupe de Levi F*-stable d’un sous-groupe parabolique de G* dual de L et ty, est un
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élément semi-simple de L*f" géométriquement conjugué a s ((L,\) € A). De plus, d’apres
[DM1, 2.2], on a

Par conséquent,

F/F’y = Z RL ShF/F ).
(L,a)eA
Or, si (L, \) € A, on a Sh¥: FrA € QE(LY, (t1)1+) car ) est absolument cuspidale donc ShF/FV €
Q,E(GF | (5)g+) d’apres [B1, corollaire 4.4.1]. m

5. OPERATEUR DE TORSION DANS G¥

Dans cette partie, on se fixe un élément semi-simple s de G*/ et on note § un élément
semi-simple de G*F" tel que i*(5) = s. On reprend toutes les notations du paragraphe 3.2 (B7,
T%, X, Sa --- ). On posera BY = i*"1(B}) et T = i*'(T}). Le groupe W°(s) s’identifie
avec le groupe W (3) (groupe de Weyl de Cg.(8) relatif & T%) car Cg. () est connexe. Pour
tout w € W(3), on posera T* = i*~1(T%).

5.1. Caractéres irréductibles de G”. Soit x un caractere irréductible F*-stable de W (3).
D’apres [LS, théoreme 3.2], il existe une unique extension x de x a W(8) x (F*) telle que la
fonction centrale

A EA &TCG*
(5.1.1) RY[3] = G > X(wFY)R ()
weW (8)

soit un caractére irréductible de G¥. De plus, d’apres [LS, théoreme 3.2], Papplication

(rw(3)" — &(GF,[3)

5.1.2
( ) X — R

est bijective.

5.2. Caractéres de Gel’fand-Graev généralisés. Soit v un élément unipotent de G'. Pour
les groupes de type A, on dispose, quelle que soit la caractéristique du corps sur lequel on
travaille, d'une théorie de Dynkin-Kostant pour classifier les classes unipotentes. En particulier,
on peut associer canoniquement a u un sous-groupe parabolique F-stable f’(u) de G dont on
notera U(u) le radical unipotent. On fixera aussi un sous-groupe de Levi F-stable L(u) de
P(u). On pose

P(u) =P(u)NG et L(u) = L(u) N G.
Ce sous-groupe parabolique vérifie entre autres les propriétés suivantes :
(1) weUlu);

(2) Cg(u) est contenu dans P(u) ;
Dans [K2], N. Kawanaka a aussi associé & u un caractere irréductible A* de U(u)f et posé
la définition suivante :

(5.2.1) LS = Ind§, - X"
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Le caractere I‘S est appelé caractére de Gel’fand-Graev généralisé de G. Il ne dépend
que de la classe de conjugaison de v dans G¥. Lorsque u est un unipotent régulier, on retrouve
les caracteres de Gel’fand-Graev classiques.

On note Uni(G) l'ensemble des classes unipotentes de G. Pour chaque classe unipotente
C € Uni(G)¥, on fixe un élément unipotent F-stable uc. Dans G, les centralisateurs d’éléments
sont connexes, donc C* est égal & [uc]gr. D’autre part, G. Lusztig [L1, 13.4] a construit une
application

IrGF — Uni(G)F
¥ — c,.
Dans le cas des groupes de type A a centre connexe, cette application vérifie la propriété suivante
(cf. [K1, théoreme 3.2.11, corollaire 3.2.18 et remarque 3.2.24, (i)] ; il faut aussi utiliser le fait
que les fonctions de Green sont des polynomes en q) :

Théoréme 5.2.2 (Kawanaka). Soit v un caractére irréductible de GF et soit C une classe

unipotente F-stable de G. Alors
. 1 s2 C,=C,
S e ={ 5 %

0 si C n'est pas contenu dans a

Si x est un caractere irréductible F-stable de W (5), on notera Cs, la classe de conjugaison
C,, ot v = RY[3].

5.3. Caracteres irréductibles de G, Si y est un caractere irréductible F*-stable de W (3) =
We(s), alors on pose

RE[s) = el N (W )RS, (s).

* |WO(8)‘ weW?e(s)
Il résulte de [B1, proposition 4.3.3, (i)] que
(5.3.1) RS[s] = ResGr RS3).

Grace au principe de réciprocité de Frobenius, on déduit du théoreme 5.2.2 que

1 siCs, =C
5.3.2 IS RS[s])gr = LN ——
( ) (Luc: B8 ar { 0 si C n'est pas contenu dans Cj,.
En particulier, le caractere RS’ [s] est sans multiplicité car toutes ses composantes irréductibles
ont meéme multiplicité par la théorie de Clifford, et on notera RS [s]1 la composante irréductible
commune a RY[s] et I‘SC . Pour décomposer completement le caractére RY[s], il ne reste plus
S, X - -
qu’a calculer le stabilisateur de RS‘ [s]; dans G Tout d’abord, ce stabilisateur contient Z*".

Notons Ag-(s, x) le stabilisateur de x dans Ag-(s) et notons G¥ (s, x) le noyau du morphisme
composé
o

GF — GF/GF ZF "%~ H\(F,Z) —> (Ag-(s)"")" — (Ag-(s,)"")".

Proposition 5.3.3. Le stablisateur de RS[s]; dans G est GF'(s, x).
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PREUVE - Cela résulte de la théorie de Clifford et du fait que

(5.3.4) RS, (5) @ wa r(@s(a)) = jo:;il (3)

wa

pour tous w € W°(s) et a € Ag-(s)" . =

Si ¢ est un caractere linéaire de Ag-(s, x)!", on notera je un élément de G dont I'image
par le morphisme composé ci-dessus est £ et on posera

RS[S]E = RS[S]l o (int ge) '
Il est facile de vérifier que, pour tous ¢ € H'(F,Z) et £ € (Ag*(s, X)F*)A, on a
(5.3.5) 7o RE[sle = RY[slece-

N Ag=(s P ~
ou ., = ResAg*ES?X)F* @Y(c).
On notera Z(W°(s), Ag+(s), F’*) 'ensemble des paires (x, &) ou y est un caractere irréductible

F*-stable de W°(s) et £ est un caractere linéaire de Ag«(s, x)™ .

Proposition 5.3.6. (a) L’application

I(W°(s), Ag(s), F*) — E(GT,[s])
(x:€) —  RE[sle
est surjective.
(b) Soient (x,€) et (X',&') deux éléments de T(W°(s), Ag=(s), F*). Alors RG[s]e = RG[s]e
si et seulement si il existe a € Ag-(s)T tel que (', &) = Ux, &) ou, de maniére équivalente
puisque Ag«(s) est abélien, (X',&') = (*x, ).

PREUVE - Cela résulte de la théorie de Clifford et de 5.3.4. m

5.4. Familles de G*. Avant d’énoncer le théoreme principal de cet article, nous allons décomposer
la série de Lusztig géométrique £(GT, (s)) en familles de la méme maniere que dans [Sh3, 4.4].
Le raisonnement que nous allons suivre est déja contenu dans [Sh3, 4.4] mais, puisqu’il s’applique
a une classe plus grande de groupes réductifs finis, nous allons le rappeler. Tout d’abord, on a

G ()= J] = &G s

acH (F*,Ag=(s))

Pour tout o € H'(F*, Ag(s)), on notera §(c) 1'élément de Ag«(s) dont g,'F(g,) est un
représentant dans Cg+(s). Alors le groupe W (s,) peut-étre identifié au groupe W (s) muni du
morphisme de Frobenius §(«)F™*.

Soit x un caractere irréductible de W°(s). S’il existe un élément o € H*(F*, Ag+(s)) tel que
X soit &(a) F*-stable, alors 'orbite de x sous Ag«(s) est F*-stable. Réciproquement, si 'orbite
de x sous Ag«(s) est F*-stable, alors il existe un élément o € H'(F*, Ag+(s)) et un élément
a € Ag+(s) tels que x = “715(0‘)F*(“)(F*X). Il est alors facile de vérifier que *x est 6(«) F*-stable.
Cela montre qu’il faut s’intéresser a I’ensemble des orbites F*-stables de caracteres irréductibles
de W*°(s) sous 'action de Ag«(s).

On notera Ag+(s)\ Irr W°(s) 'ensemble des orbites de Ag«(s) dans Irr W°(s). Si x est un
caractere irréductible de W°(s), on notera [x] son orbite sous I'action de Ag+(s). Fixons un
élément F*-stable [x] € Ag+(s)\ Irr W°(s). Le calcul précédent montre que 'on peut supposer
que x est &(a,)F*-stable pour un a, € H'(F*, Ag+(s)) : il est a noter que la paire (x,ay)
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n’est pas déterminée de maniere unique. L’élément «, n’est méme pas déterminé par le choix
particulier de y. Notons

i s HY(F®, Age(s,X)) — H'(F*, Ag-(s))

le morphisme naturel de groupes.
Soit (a, &) € M(Ag+(s,x), F*). Alors il existe un élément a € Ag«(s) tel que

a3 (@)a)(a)” (@)
appartienne a Ag«(s, x) et représente . On pose alors

a

Xa = X-

Le caractere x, est déterminé A conjugaison pres par un élément de Ag-(s)f et il est facile de
vérifier que x, est d(p, (), ) F*-stable. On peut donc alors poser :

(5.4.1) R (8)ag = RS [Suy(@)ar e

Le caractere R[(EC](S)aé dépend alors seulement du choix de x et ay,.

La proposition suivante est prouvée dans [Sh3, 4.4] dans un cas particulier : la preuve
s’applique mot a mot a la situation plus générale de ce papier.

Proposition 5.4.2. Soient (o, &) et (o/,&') deux éléments de l'ensemble M(Ag~(s,x), F™*).
Alors R[(EC](S)aé = R[?d(s)a/,g si et seulement si (o, &) = (/, ).

On pose
Fia(GF,(5)) = {R5) (8)ag | (. €) € M(Ag-(s,x), F*)}.

Alors Uensemble F,(G¥, (s)) dépend seulement de [y] et non du choix de y et a, et il est
facile de vérifier que

(5.4.3) E(GT,(s) = 11 Fina(G", (5))-
e (Acs (NI wo(s)

De plus, la proposition 5.4.2 montre que I'on a une bijection

(5.4.4) M(Ag-(s,x), F*) —= Fra(GE, (s))

pour tout [x] € (Ag-(s)\ Irr Wo(s))F*.

5.5. Caractéres fantémes. Soit maintenant (a,0) € MY(Ag+(s), F*). On pose

(5.5.1) RS ()a0 = > {(, ), (a,0)} RE(s)ae.

(Ol,f)EM(AG* (va) 7F*)

}?i[cj'd(s)aﬁ est appelée un caractére fantéme de G7. Si (a, &) € M(Ag-(s,x), F*), on a
(5.5.2) Ry (5)ag = > {(0.9).(a,0)} RE(5)ac-

(a,0)eMY (Agx(s),F™*)

La proposition suivante est immédiate :

Proposition 5.5.3. (fi[%(s)aﬁ)
riel QuF(GF, (s)).

(@.0)EMY (Acen (5).F) est une base orthonormale de [’espace vecto-
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REMARQUE - La bijection 5.4.4 dépend de beaucoup de choses : elle dépend du choix d'un
représentant F'-stable dans chaque classe de conjugaison unipotente F-stable de G, du choix
d’un représentant F*-stable s de la classe de conjugaison géométrique (s), du choix de y dans
[x] et du choix de a,. Cependant, si on effectue d’autres choix a chacune de ces étapes, le
caractere fantome R&(s)a,g ((a,¢) € MY(Ag+(s), F*)) ne sera modifié que par une racine de
I'unité. Cela donne plus de sens a la définition de caractere fantome. Le théoreme suivant s’en
trouve aussi conforté :

Théoréme 5.5.4. Soient x et o, comme ci-dessus. On suppose que F' agit trivialement sur
Z)Z°. Soit (a,0) € MY(Ag~(s,x), F*). Alors

ShE) R ($)ao = 0(@) ' RY)(8)ao
ou a désigne la classe de a dans H'(F*, Ag+(s, X))

La fin de cette partie est consacrée a la preuve du théoreme 5.5.4.

5.6. Réduction du probléme. Puisque F' agit trivialement sur Z/Z° et puisque w; commute
avec ’'action des morphismes de Frobenius F' et F*, le morphisme F* agit trivialement sur
A(;*( ) En particulier on peut identifier les morphismes w,, w? et w!, ainsi que les morphismes
ws, W2 et WL, D’autre part, la section 6 : HY(F*, Ag+(s)) — A(;*( ) est égale a I'identité.

801t donc [x] € (Ag-(s)\IrrW°(s )) ™ et soient y et a, comme précédemment. Comme
cela est expliqué dans la remarque ci-dessus, on peut, pour prouver le théoreme 5.5.4, changer
beaucoup des choix qui ont été faits plus haut. En particulier, en remplagant s par s,, , on peut
supposer que «, = 1, de sorte que x est F*-stable. Par ailleurs, I'application Irr G — Uni(G*)
est constante sur la famille Fj,;(G*, (s)), donc on notera C la classe de conjugaison unipotente
F-stable associée & tous les caracteres irréductibles de Fiy (G, (s)).

Remarquons aussi que

M(AG* (87 X)? F*) = MV(AG* (87 X)? F*) = AG* (87 X) X AG* (87 X)A'

On définit la relation d’ordre partiel < sur I'ensemble Uni(G)* de la maniere suivante. Soient

C et C" deux classes unipotentes F-stables de G. Alors
C < C' si et seulement st ocC'.

On écrira C' < ' pour dire que C' < C'" et C # C’. On va raisonner par récurrence sur
la dimension de G et aussi par récurrence, mais descendante, sur 'ensemble Uni(G)* muni
de T'ordre partiel <. On supposera donc que le théoreme 5.5.4 est vrai dans tout sous-groupe
de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique propre de G, et qu’il est aussi vrai pour toute

famille 7,1 (G*, (s)) telle que C, < C,y.

5.7. Sous-groupes de Levi et foncteurs de Lusztig. Soit L* un sous-groupe de Levi F™*-
stable d’un sous-groupe parabolique de G* et soit L un sous-groupe de Levi F-stable d’un
sous-groupe parabolique P de G dual de L*. On note U le radical unipotent de P et on pose

Y5 ={9eG|g 'F(9) € U}

On notera HI(YE) le i®™° groupe de cohomologie & support compact & coefficients dans le
faisceau constant Q. Puisque G et L agissent sur Y& par translations & gauche et a droite
respectivement, 1'espace vectoriel H:(YS) hérite d’une structure de GF-module-L¥. La preuve
du théoreme suivant est disponible dans une version corrigée de [DM3, théoreme 13.25] :
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Théoréme 5.7.1. Supposons que Cg«(s) soit contenu dans L*. Alors :
(a) Soit A € E(LY, [s]y.r+). Il existe un entier naturel i(\) tel que HI(YE) Rg,r A =0 si

i #i(\) et tel que le GF-module H™Y (YE) ®g,ir A soit irréductible. De plus, (=1)'N = eger.
(b) L’application egerL, RS p : E(GY, [s]p.r) — E(GF, [s]g.r+) est bijective.

Corollaire 5.7.2. Supposons que Cg.(s) soit contenu dans L*. Soit A € E(LY, [s]y.r+). Alors
il existe un entier naturel i(\) tel que H (YE) ®g,r A =0 sii#i(\). De plus (—1)™ = eqer,
et egeL RS _pA est un caractére (non virtuel) de G

PREUVE - Notons L = L.Z et L* = 7*~'(L*). Remarquons tout d’abord que L* contient C¢. (3)
car ce dernier est connexe et a pour image dans G* le groupe C&.(s). D’apres [B1, lemme 4.3.6],

il existe A € E(GF,[5].r) tel que A soit une composante irréductible de la restriction de X
a L. D’apres [B1, 4.3.1 et 4.3.2], le G"-module H(Y§) ®g,r A est un sous-module de la

restriction & G du G-module H é(YS ) ®g,Lr X. Le corollaire 5.7.2 résulte alors du théoreme

5.7.1 appliqué au groupe G : il suffit de prendre i(\) = 1(5\) [ ]

REMARQUE - Le théoreme 5.7.1 et le corollaire 5.7.2 sont vrais dans n’importe quel groupe
réductif, sans hypothese sur action de F' sur Z/Z°. Le fait que G soit de type A n’intervient
pas dans la démonstration et I’action de F' non plus. Cependant, le corollaire suivant utilise
que G est de type A, puisqu’il utilise le paramétrage des caracteres irréductibles de G¥', et il
utilise que F' agit trivialement sur Z/Z°.

Corollaire 5.7.3. Notons Cg«(s,x) limage inverse de Ag~(s,x) dans Cg=(s) par le mor-
phisme canonique Cg+(s) — Ag~(s) et supposons que L* contienne Cg=(s,x). Alors egerL, R p
induit une bijection Fpy (LY, (s)1) — Fpp(GF, (s)a+)-

PREUVE - Remarquons tout d’abord que Ap-(s,x) = Ag+(s,x) donc |Fp(L¥, (s)L-)
P (G" (s)es)l.

Soit (a,&) € M(Ap«(s,x), F*). Si on note st I'élément de L** dont la classe de L* -
conjugaison est associée a «, alors st est G*I"-conjugué a s, car F* agit trivialement sur
Ag+(s). En particulier, si (o/,¢") € M(Agp-(s, x), F™*) est tel que

eaeLREp R (8)ae = aeLREcp R (5)ar e,

alors @ = «’. Donc, pour montrer le corollaire 5.7.3, il suffit alors de remarquer que ng [sL] et
RSG[s.] = eqeLRE-pRY([s5] ont le méme nombre de composantes irréductibles et d’utiliser le
corollaire 5.7.2. m

Nous terminons ce paragraphe par deux résultats a propos des centralisateurs d’éléments
semi-simples dans les groupes de type A.

Lemme 5.7.4. Soit H* un sous-groupe fermé F*-stable propre de Cg+(s) contenant Cg.(s).
Alors il existe un sous-groupe de Levi F*-stable L* d’un sous-groupe parabolique propre de G*
contenant H*.

PREUVE - Il suffit de montrer qu’il existe un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique
propre de G* contenant H*. Pour obtenir un sous-groupe de Levi rationnel, il suffira de prendre
I'intersection de tous ceux qui contiennent H*. L’application Ag~(s) — Ag.(5) est injective
(ot § = 7*(s)), donc on peut se ramener au cas ou G est semi-simple, simplement connexe et
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quasi-simple, c’est-a-dire G = SL,,(F) pour un entier naturel non nul n. On peut alors supposer
que G* = PGL,(F).

Supposons que H* n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique
propre de G*. Puisque H* est contenu dans le normalisateur de Cg.(s) et contient Cg.(s),
cela implique qu’il existe un diviseur d de n (on pose n = dk) tel que s soit conjugué a
diag(aq,...,a1,as,...,a9,...,Qg,...,a) OU @y, ..., ar sont des éléments de F* deux a deux
distincts apparaissant chacun d fois dans ’écriture précédente.

Le groupe Ag«(s) est isomorphe, via &g, au sous-groupe A de F* défini comme suit :

A={z eF* | {zay,...,zar} = {ar,...,ax}}.

Notons A’ le sous-groupe de A image de H*. Si |A'| =k, et si Q désigne une orbite de A’ dans
{ai,...,ar}, on peut supposer que Q = {ay,...,ap} ce qui montre que H* est contenu dans
I'image de GLg (F) x GLgn—w)(F) dans PGL,(FF). Puisque H* n’est contenu dans aucun
sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique propre de G*, cela implique que &' = k donc
que A’ = A, c’est-a-dire H* = Cg+(s). m

L’élément semi-simple s est dit quasi-isolé si Cg+(s) n’est contenu dans aucun sous-groupe
de Levi d’un sous-groupe parabolique propre de G*.

Lemme 5.7.5. Supposons s quasi-isolé et soient x et X' deux caractéres irréductibles de W°(s)
invariants sous Ag~(s) et tels que C\, = C\s. Alors x = x'.

PREUVE - Utilisons & nouveau le morphisme 7* : G* — G*. Alors § = 7*(s) est quasi-isolé dans
G* et, d’apres le lemme 5.7.4, Papplication Cg+(s) — Cg.(8) est surjective. En particulier,
cela montre que 'on peut encore supposer que G* = PGL,, (F).

Par suite, il existe un diviseur d de n, premier a p, et tel que s soit conjugué a l'image
diag(1,¢, ..., ¢ Y ®@ I, dans PGL,(F) ott n = dk et I, désigne la matrice identité de GLy(IF).
Dans ce cas, W°(s) est isomorphe a (&;)¢ ott &, désigne le groupe symétrique de degré k,
et Ag-(s) est le groupe cyclique d’ordre d, agissant sur (&;)? par permutation transitive des
composantes.

Un caractere irréductible y de W*°(s) invariant sous Ag«(s) est donc de la forme x; ®- - - ®x1
ou xi est un caractere irréductible de &;. Notons p la partition de k associé a x;. Alors la
classe unipotente de G associé a y est la classe paramétrée par la partition de n duale de du.
Cela montre le lemme 5.7.5. =

5.8. Fin de la preuve du théoréeme 5.5.4. Soit u = u¢, . Si ¢ est un caractere linéaire de
Z' . on pose
F u
I‘gju = IndSFXU(u)F (¢ ® A )

D’autre part, si (z,() € MY(Z/Z°, F), on pose

el

Fqb,u,(z,() - Z {(C> 6)7 (Z, C)} TcGrI‘q?ﬁ,u'

(c,€)EM(Z/Z°,F)

D’apres la proposition 2.2.5, on a

G pC e
(5.8.1) ShF/FF¢,u,(z,c) = ((2) Lyuzo)

Soit (a,0) € MY (Ag-(s,x), F*). On pose ¢ = wl(a) et soit z un élément de Z* dont I'image
par le morphisme composé

ZF - ZF/ZOF —i)s HI(F*? AG* (S))/\ - HI(F*> AG*(Sa X))/\
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est égal & o (un tel z existe car F agit trivialement sur Z/Z°). Alors o(a) = ((2Z) ou z est la
classe de z dans H'(F,Z).

e _
LemmeA5.8.2. Avec les notations ci-dessus, la projection de Ty, . o sur QuF,)(G", (s)) est
égale a R&(s)a,o.

PREUVE - Soit (¢,&) € M(Z/Z°, F). On note &' = ReSﬁiiEijﬁ @%(c). Puisque

G G

tzG(TcGF¢S§,u) = ¢m7'ch(Z)F¢Sg,u
pour tout z € Z¥, la projection de Tf;l“iig,u sur Q. F(GT, (s)) est égale a la projection de
TCGI‘(?SM sur QuF (G, (s)) N QE(GT, [s4]) si & = wl(a) pour un o € Ag-(s, x) et est nulle
si € n'est pas dans I'image de Ag-(s,x) sous le morphisme w! (cela résulte de I'injectivité
du morphisme w! et du lemme 1.3.4). Dong, si £ = w!(a) pour un a € Ag-(s, x), alors la

s

projection de TcGngg,u sur Q,F (G, (s)) est égale & R, [sq]¢r. Le lemme 5.8.2 en découle. m

Compte tenu de 1’égalité 5.8.1 et du lemme 5.8.2, il suffit, pour montrer le théoreme 5.5.4,
de montrer que Shf&/FR[?d(s)w appartient & l'espace vectoriel Q,F,(G”,(s)). Compte tenu
du corollaire 5.7.3, du lemme 5.7.4 et de I’hypothese de récurrence, on peut supposer que s est

el
quasi-isolé¢ dans G* et que Ag-(s) = Ag+(s,x). Dans ce cas-la, la projection de I'_,, . - sur
QE(GF (5)) est égale a R[(;](S)a,a plus des termes appartenant & des familles F, (G, (s)),
ou [x] est tel que C,, < C,s d’apres le lemme 5.7.5. Puisque Shg'/F commute a la projection

sur Q,& (G_F ,(s)) d’apres le lemme 4.3.5, et puisque, par hypothese de récurrence, les espaces
vectoriels Q,F,1(GF, (s)) sont stables sous Shg/F (ou X’ est tel que C, < Cy/), le théoreme
5.5.4 est démontré. m

6. FAISCEAUX-CARACTERES CUSPIDAUX DANS G
On appellera systeme local un Q,-systeme local.

6.1. Paires cuspidales. Soit C une classe de conjugaison quelconque de G et soit ¥ = Z°.C.
Soit £ un systeme local irréductible G-équivariant sur . Puisque G est de type A, il résulte
de [L2, proposition 2.7] que, si £ est cuspidal au sens de [L2, définition 2.4], alors C' = 2(’,
ou z € Z et C’ est une classe unipotente de G. De plus, compte tenu de [L2, proposition
2.8], C” est alors la classe des unipotents réguliers de G. Puisque la caractéristique p de F est
bonne pour G, la classification des systéemes locaux irréductibles cuspidaux sur la classe des
unipotents réguliers est donnée par la proposition 1.2.2 et par la remarque suivant 1.2.1 (en
effet, puisque G est de type A, tous les nombres premiers sont bons pour G) : 'ensemble des
classes d’isomorphismes est en bijection avec (Z/Z°)/ .. Ces quelques remarques vont permettre

cus”

de classifier facilement les paires cuspidales (X, £) cuspidales.

On reprend les notations du paragraphe 1.2. Par exemple, C\, désigne la classe des unipo-
tents réguliers de G. Soit z € Z et soit ( un caractere linéaire cuspidal de Z/Z°. On rappelle
que L, désigne le systeme local irréductible cuspidal sur Cieg associé a ¢. On fixe aussi un
systeme local kummeérien S sur Z° et on note s . ¢ le systeme local irréductible

T(2) (SR L) ~ (T(2).S) K L¢

sur 2Z°.Creg, o T'(2) : G — G, g — zg désigne la translation par z.
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La proposition suivante résulte des remarques précédentes.

Proposition 6.1.1. Soit (X, ) une paire formée d’une sous-variété ¥ de G de la forme Z°.C,
ou C' est une classe de conjugaison de G, et € est un systéme local irréductible G-équivariant
sur 3. Alors la paire (3,E) est cuspidale si et seulement si il existe un élément z de Z,

un caractére linéaire cuspidal ¢ de Z/Z° et un systeme local kummérien S sur Z° tels que
(3,€) = (22°.Cheg, E.2¢)-

Si (S, 2,¢) sont comme ci-dessus, alors T'(z°),S ~ S pour tout z° € Z°. Cela implique la
proposition suivante :

Proposition 6.1.2. Soient (S,z,() et (§',2',(") deuz triplets comme ci-dessus. Alors les
paires (22°.Creg, Es,2¢) €t (2'Z°.Creg, Es1,27 1) sont isomorphes si et seulement si S ~ §', ( =’
et 2271 € Z°.

Corollaire 6.1.3. La paire (2Z°.Creq, Es,2 ) est F-stable si et seulement si [*S ~ S, ( €
HYF,Z))\, et 27 'F(z) € Z°.

cus

L’application Z° — Z°, z +— 2z 'F(z) est un revétement étale galoisien de Z° de groupe
Z°F. Si ¢° est un caractere linéaire de Z°F, on notera Sz un systeme local kummérien sur Z°
associé a ce revétement et au caractere linéaire ¢°. Alors Sye est F-stable et tout systeme local
kummérien F-stable sur Z° est isomorphe a un et un seul de ces Sgo.

On note CUS(G, F) I'ensemble des triplets (¢°, z, () oll ¢° est un caractere linéaire de Z°F,
2 € ZV)Z°F et ( € HY(F,Z))\,. Si (¢°, 2,() € CUS(G, F), on notera # un représentant de z
dans Z* et on notera Ege . ¢ le systeme local Es,, s ¢ sur 2Z°.Creg. Les paires (2Z°.Chreg, Ego 2 )
(ou (¢°,2,¢) € CUS(G, F)) forment un systeme de représentants de ’ensemble des classes
d’isomorphismes de paires cuspidales F-stables de G.

On notera Ay , ¢ le faisceau pervers sur G obtenu comme extension perverse (pour la per-
versité usuelle) du systeme local Ego , ¢ sur 2Z°.Cle. Clest un faisceau-caractere cuspidal sur
G et tous les faisceaux-caracteres cuspidaux sur G sont obtenus de cette maniere (cf. [L3, IV,
proposition 18.5, (a) et III, 7.1.2, 7.1.3 et 7.1.4]). Puisque p est bon pour G, cette extension
perverse est simplement, a un décalage pres de dim Z° + dim Cl,, 'extension par zéro de Ego . ¢
(cf. [L3, IV, proposition 18.5, (b)]).

6.2. Fonctions caractéristiques. Si X est une variété définie sur IF;, d’endomorphisme de
Frobenius F' : X — X, et si F est un systeme local F-stable, alors, a tout isomorphisme
¢ : F*F — F, on associe une fonction caractéristique xr, définie comme suit :

XFe: X' — Q,
r  — Tr(pg, Fp).
Si A est un faisceau pervers F-stable sur X et si ¢ : F*A — A est un isomorphisme de faisceux
pervers, on appellera fonction caractéristique de A et on notera xa, la fonction définit
comme suit : B
XA - XF — @é
v Y (1) Tr(p., HLA)
i€Z
oll, pour tout i € Z, H: A désigne la fibre en x du ™ faisceau de cohomologie de A.
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Soit ¢ = (¢°, 2,() € CUS(G, F). Alors il existe un unique isomorphisme @go : F*Syo — Spo
dont la fonction caractéristique sur Z°F soit égale a ¢°. De méme, on fixe une racine de ¢
dans Q, (que I'on notera q%) . alors il existe un unique isomorphisme ¢, : F*L; — L dont
la fonction caractéristique a pour valeur ¢z > dim Cug(w) o uy (on rappelle que u; est un élément
fixé de Cf,). On notera ¢, 'isomorphisme T'(2).(¢g B @¢) : F*E — &,. Cet isomorphisme
induit un isomorphisme de faisceaux pervers sur G que l'on notera toujours ¢, : F*A, — A,.
Nous allons décrire explicitement la fonction caractéristique associée a cet isomorphisme.

Soit ¢ € H'(F,Z). On pose u. = gouig, ‘. Alorsles u. (c € H'(F,Z)) forment un systeme de
représentants de I'ensemble des classes de conjugaison d’éléments unipotents réguliers de GF'.

Soit ¢ € G¥. On a alors :

(_1)dimZ¢o(zo)<(c)q%dimC’UO(ul) si [g] — [Z-Zouc] oll 2° € VAl

1
(6.2.1) X (g) = et ce H'(F,Z),

0 sinon.

On choisit un caractére linéaire ¢ : Z¥ — Q,” dont la restriction & Z°F est égale & ¢° et on
note s I'unique (3 G*f""-conjugaison pres) élément semi-simple rationnellement cuspidal de G*£~
tel que ¢, = ¢ (cf. théoreme 4.3.3, (a) et (b)). Soient a € Ag-(s)" et o € (H(F*, Ag~(s))"
tels que w2(a) = ¢ et W1 (z) = 0.

Théoréme 6.2.2. Avec les notations ci-dessus, il existe un racine de ['unité \ € @gx telle que
XAMSDL = )\XS(U,,O')

PREUVE - D’apres [B2, corollaire 5.2.2], d’apres 6.2.1 et d’apres le théoreme 4.3.4, il existe

une constante A\ € @ZX satisfaisant a I’égalité du théoreme 6.2.2. 1l suffit de montrer que cette
constante est une racine de I'unité. Pour cela, la valeur )ZS(G ») €0 Zuy permettra de conclure.

Tout d’abord, )A(S'(a’o)(,éul) = ¢(Z)Xs(a71)(ul). Cela montre que 1'on peut supposer que Z =1 et
donc que o = 1.
D’apres le théoreme 4.3.4, on a

.G _ ¢(c)
Xs,(a1) = Z ml szXUF(ch ® )
(c,6)eEM(Z)Z°,F)

S ez M o v
ccH\(F,Z)

Mais, si ¢ € H'(F,Z), on a

Indzr e (67 ® ) (wn) = ZOFH [z o 2 Yeltmb™)

beBE

= ) deltmt™h),

teTl /ZoF

la premiere égalité résultant du fait que By est 'unique sous-groupe de Borel de G contenant
uy car up est régulier. Par conséquent,

Canlw) = Y @ X wltmt™)).

ceHY(F,Z) teTl /27
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Cette quantité est noté o, dans [DLM, partie 2]. En reprenant les notations de [DLM, partie
2], le sous-groupe de Levi noté L est égal a G car ( est cuspidal et le résultat découle de [DLM,
proposition 2.1] car dim G — dim Ceg — dim Z = dim Cy, (u1). ®
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[DM2]

[DM3]

[LS]

REFERENCES

T. Asal, Twisting operators on the space of class functions of finite special linear
groups, Proc. Symp. in Pure Math. 47 (1987), 99-148.

C. BONNAFE, Formule de Mackey pour q grand, J. Algebra 201 (1998), 207-232.

C. BONNAFE, Mackey formula in type A, A paraitre aux Proc. London Math. Soc.

F. DIGNE, Descente de Shintani et descente des scalaires, a paraitre au Journal of the
Math. London Soc.

P. DELIGNE & G. LUSZTIG, Representations of reductive groups over finite fields,
Ann. of Math. (2) 103 (1976), 103-161.

F. DiecNE, G. LEHRER & J. MICHEL, The characters of the group of rational points

of a reductive group with non-connected centre, J. Reine Angew Math. 425 (1992),
155-192.

F. DIGNE & J. MICHEL, Fonctions L des variétés de Deligne-Lusztig et descente de
Shintani, Mém. Soc. Math. France 20 (1985).

F. DIGNE & J. MICHEL, On Lusztig’s parametrization of characters of finite groups
of Lie type, Astérisque 181-182 (1990), 113-156.

F. DieNE & J. MICHEL, Representations of finite groups of Lie type, in London
Math. Soc. Students Texts, Vol. 21, Cambridge University press, Cambridge, UK,
1991.

N. KAWANAKA, Generalized Gel’fand-Graev representations and Ennola duality, Adv.
Stud. in Pure Math. 6 (1985), Algebraic groups and related topics, 175-206.

N. KAWANAKA, Generalized Gel’fand-Graev representations of exceptional simple al-
gebraic groups over a finite field, I, Invent. Math. 84 (1986), 575-616.

B. Lou, The centralizers of a reqular unipotent element in a semisimple algebraic
group, Bull. A.M.S. 74 (1968), 1144-1146.

G. LuszTiG, Characters of reductive groups over finite fields, Ann. of Math. Studies,
vol. 107, Princeton University Press, Princeton 1984.

G. LuszTiG, Intersection cohomology complexes on reductive groups, Invent. Math.

75 (1984), 205-272.

G. Lusztic, Character sheaves I, Adv. in Math. 56 (1985), 193-237 ; Character
sheaves 11, Adv. in Math. 57 (1985), 226-265 ; Character sheaves III, Adv. in Math.
57 (1985), 266-315 ; Character sheaves IV, Adv. in Math. 59 (1986), 1-63 ; Character
sheaves V, Adv. in Math. 61 (1986), 103-155.

G. LuszTic & B. SRINIVASAN, The characters of the finite unitary groups, J. of Alg.
49 (1977), 167-171.



[Shi]
[Sh2]

Sh3]
[Sp]

[SpSt]
[St1]

[St2]

OPERATEUR DE TORSION DANS SL, (F,) ET SU, (F,) 29

T. SHOJI, Shintani descent for algebraic groups over a finite field, I, J. of Alg. 145
(1992), 468-524

T. SHOJI, Character sheaves and almost characters of reductive groups, I, II, Adv. in
Math. 111 (1995), 244-313 et 314-354.

T. SHOJI, Shintani descent for special linear groups, J. of Alg. 199 (1998), 175-228.

T.A. SPRINGER, Some arithmetic results on semi-simple Lie algebras, Publ. Math.
I.H.E.S 30 (1966), 115-141.

T.A. SPRINGER & R. STEINBERG, Conjugacy classes, Seminar in algebraic groups
and related topics, Lecture Notes in Math. 131 (1970), 167-266.

R. STEINBERG, Regular elements of semisimple algebraic groups, Publ. Math. .H.E.S.
25 (1965), 49-80.

R. STEINBERG, Endomorphisms of linear algebraic groups, Memoirs of the A.M.S. 80
(1968).



