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0. INTRODUCTION

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur une cloture algébrique F du corps
fini a p éléments [, (ol p désigne un nombre premier). Soit /' : G — G un endomorphisme
de Frobenius relatif a une [F -structure sur G (ou ¢ est une puissance de p et F, désigne
le sous-corps de F a ¢ éléments). On fixe un nombre premier ¢ différent de p et on note
Q, une cloture algébrique du corps f-adique Q. Si P est un sous-groupe parabolique de
G et si L est un sous-groupe de Levi F-stable de P, G. Lusztig a construit un foncteur
RE p : KLY — KG* entre les groupes de Grothendieck des catégories des Q,L-module et
des Q,GF-modules respectivement, appelé foncteur d’induction de Lusztig. Ce foncteur
admet un adjoint *RE p : KGI" — KL, appelé restriction de Lusztig.

La formule de Mackey pour I'induction de Lusztig décrit la composition d’un foncteur
d’induction avec un foncteur de restriction de Lusztig. Plus précisément, si Q est un autre
sous-groupe parabolique de G et si M est un sous-groupe de Levi F-stable de Q, on appelle
formule de Mackey 1'égalité suivante:

* PG G L * M
(1) Rycp o RMCQ = Z RmeMchzQ o "Ryfepcpnam © (2d 7).,
2€LF\Sg (L,M)F /MF

ou 8g (L, M) désigne I'ensemble des x dans G tels que L N M contienne un tore maximal
de G, et ol (ad ), : KME — K*MF désigne le foncteur naturel induit par la conjugaison
par x. P. Deligne a montré que cette formule a lieu lorsque P et Q sont F-stables (cf [LS],
théoreme 2.5), et, avec G. Lusztig, a montré qu’elle a lieu d’autre part lorsque L ou M est
un tore maximal (cf [DL2], théoreme 7). Il est conjecturé qu’elle a lieu en toute généralité.

Le but de cet article est de montrer que la formule de Mackey a lieu si ¢ est assez grand:
on donne une borne explicite pour g, ne dépendant que de la donnée radicielle associée a
G (théoreme 5.1.1). Plus précisément, si on note i(G) le plus grand des nombres |Z’/Z"|
ou Z' parcourt I'’ensemble des centres des sous-groupes réductifs connexes de G de méme
rang que G (Z’° désigne la composante neutre de Z’), et si on note ¢(G) le maximum des
ordres (modulo le centre) des éléments semi-simples isolés des groupes G™* (c’est-a-dire dont
la composante neutre du centralisateur n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi d'un
sous-groupe parabolique), ou G parcourt “I’ensemble” des groupes duaux de sous-groupes
réductifs connexes de G de méme rang que G, on a le

1



2 C. BONNAFE
Théoreéme : Supposons q¢ > 1+ i(G)*((G). Alors la formule de Mackey (£) a lieu.

La preuve imite la démonstration initiale de I'orthogonalité des caracteres de Deligne-
Lusztig donnée dans [DL1]; cette méthode m’a été suggérée par F. Digne et J. Michel qui
pensent que le résultat qu’elle donne a été initialement obtenu par P. Deligne (1975, non
publié). En particulier, ils m’ont fourni la proposition 2.3.6.

La derniere section de cet article est consacrée a une approche de la formule de Mackey par
la théorie des faisceaux-caracteres. Elle consiste a se ramener a vérifier la formule de Mackey
pour les fonctions absolument cuspidales & support unipotent : une base de 'espace de ces
fonctions est donnée par les fonctions caractéristiques des faisceaux-caracteres cuspidaux
rationnels, et on sait calculer, grace aux travaux de Lusztig, 'induit, au sens de Lusztig, de
ces fonctions caractéristiques, en terme d’induction des faisceaux-caracteres. On obtient alors
une preuve de la formule de Mackey lorsque p est presque bon et ¢ assez grand (théoreme
6.1.1) totalement indépendante de la preuve précédente. L'intéret de cette autre preuve est
qu’elle est susceptible d’étre améliorée si les résultats de [L4] le sont.

Je tiens a remercier Francois Digne pour les discussions que j’ai eues avec lui sur ce sujet
et Jean Michel qui m’a encouragé dans ce travail et a relu avec beaucoup d’attention et de
patience cet article permettant ainsi d’en améliorer considérablement la rédaction.

1. GENERALITES

1.1. Si G est un groupe algébrique, on notera G° sa composante neutre, G (respectivement
Guni) U'ensemble des éléments semi-simples (respectivement unipotents) de G. Si z appartient
a G, on notera x (respectivement x,) sa partie semi-simple (respectivement unipotente) ; on
notera aussi Cg(z) le centralisateur de = dans G, et Cg(z) la composante neutre de Cg(x).
D’autre part, si G est un groupe algébrique défini sur le corps fini F,, on notera o(G) le
rang d’un tore déployé maximal de G. On posera eg = (—1)7(%). Si F : G — G désigne
'endomorphisme de Frobenius correspondant a la F -structure de G, on notera H'(F, G)
I’ensemble des classes de F-conjugaison d’éléments de G.

Si T est un tore, on notera X (T) (respectivement Y (T)) le groupe additif des caracteres

rationnels T — F* (respectivement des sous-groupes a un parametre F* — T). On notera
(,) la dualité parfaite X(T) x Y(T) — Z.

1.2. Si H est un groupe fini, les représentations de H seront considérées sur Q,. On notera
Irr(H) l'ensemble des caracteres irréductibles de H (sur @,). On notera H” le groupe des
caracteres linéaires H — Q, . Si H est abélien, on a Irr(H) = H”. En général, on a H" ~
(H/H")" ou H' désigne le groupe dérivé de H. On notera CI(H) I’ensemble des classes de
conjugaison de H, et par C(H) le Q,-espace vectoriel des fonctions centrales H — @Q,. On
notera (, )y (ou (,) s’ il n’y a pas de confusion possible) le produit scalaire usuel sur C(H):

1 -
Hl i
oll # — Z est un automorphisme de Q, tel que ¢ = ¢~! pour toute racine de I'unité ¢ de Q,.
_ On notera XH le groupe de Grothendieck de la catégorie des H-modules (c’est-a-dire des
Q,H-modules) de dimension finie.
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1.3. On se fixe une fois pour toutes un groupe réductif connexe G sur [F, défini sur I, et on
notera I’ : G — G I’endomorphisme de Frobenius correspondant. On se fixe aussi deux sous-
groupes paraboliques P et Q de G admettant des sous-groupes de Levi F-stables L et M
respectivement (P et Q ne sont pas nécessairement F-stables). On note U (respectivement
V) le radical unipotent de P (respectivement Q).

1.4. Foncteurs de Lusztig. On va rappeler ici la définition des foncteurs d’induction et
de restriction de Lusztig. On pose

YS=Yyu={geG|g'F(g9) € UL

Le groupe GI' (respectivement L) agit par translation & gauche (respectivement & droite)
sur Yy. On notera H(Yy) le GF-module-L” virtuel

H;(Yy) = > (1) H,(Yu, Q).
i>0

G. Lusztig (cf [L1]) a construit a partir du bimodule virtuel H}(Yy) des foncteurs entre les
groupes de Grothendieck fKGF et KL notés:

™  +— H(Yu) Qg,Lr T

*RE p: KGI' — XKLF

r — H(Yu) Ogor T

ol H”‘(YU)v désigne le dual de H}(Yu) (c’est un L¥-module-G”). Les deux foncteurs RF p

et *RE —p sont appelés respectivement les foncteurs d’induction et de restriction de Lusz-
tig. Ils sont adjoints 'un de 'autre.

Les foncteurs RE p et *Rf p induisent des applications linéaires entre les espaces de
fonctions centrales C(L) et €(G"'), toujours notés Rfp et *RE p. Les formules les décrivant
sont les suivantes:

Proposition 1.4.1. Soient A\ une fonction centrale sur LY et v une fonction centrale sur

GFY. Alors:

(1.4.2) RS p(N)(g) = ﬁ S Te((g 1Y), H: (Yu)) A,
(1.4.3) *Recp(1)(0) — > Tr((g7" 1), H:(Yu)) 7(9),
\G |

pour tous g € G et [ € LF.
PREUVE - cf [DM1], proposition 4.5. m

REMARQUE - Les foncteurs d’induction et de restriction de Lusztig dépendent a priori du
choix du sous-groupe parabolique P dont L est un sous-groupe de Levi. Cependant pour
alléger les notations, on notera souvent R (respectivement *R¢) le foncteur R p (respec-
tivement *Rf p).

Il est bien connu que la formule de Mackey implique que les foncteurs d’induction et de
restriction de Lusztig sont indépendants du choix du sous-groupe parabolique. Il peut donc
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sembler étrange d’employer ces notations avant d’avoir démontré cette formule. Le lecteur
pourra cependant vérifier que, par la suite, le choix du sous-groupe parabolique est soit sans
importance, soit fait de telle sorte que les énoncés soient valides.

1.5. Formule de Mackey. On notera Sg(L, M) I'ensemble des éléments x € G tels que
L N *M contienne un tore maximal de G. On appelle formule de Mackey pour le triplet
(G,L,M), et on notera M(G, L, M), I'égalité suivante:

(1.5.1) *RS o RS, = > REren © *Rien © (ad @),
2€LF\8g (L,M)F /MF

qui peut encore s’écrire

L N M|

(1.5.2) ‘REoRuy= > LF] M|

IESG(L,M)F

L * DT
RLQIM @) RLQIM (o] (ad x>*

REMARQUE - Dans la formule de Mackey ci-dessus, le foncteur RE- .o doit étre compris
comme le foncteur RIﬁszchQ.

La formule de Mackey a déja été démontrée dans quelques cas (voir 'introduction). Voici
ceux qui seront utilisés par la suite:

Proposition 1.5.3. M(G,L,M) a lieu dans les cas suivants :
(i) St P et Q sont F-stables [LS, 2.5].
(i) SiL ou M est un tore mazimal de G [DL2, 12.7].

Si A et p sont deux fonctions centrales sur LY et M respectivement, on posera :
REM()H ) = <RE>\= RE/IN)GF - Z <*R£OEM>‘7 *RE%/IIMQEWLFOIM“
z€LF\8g (L,M)F /MF

La formule de Mackey M(G, L, M) est équivalente & la nullité de Rf \;(A, 1) pour toutes
fonctions centrales A et u sur L et M* respectivement.

2. FORMULE DE MACKEY ET FONCTIONS DE GREEN

2.1. Fonctions de Green. On notera par la suite Qfp 1’application:

G . F F a)
QLCP : Guni X Luni I @E

(u,v) —  Tr((u,v), H(Yu)).

La fonction Qf_p est appelée la fonction de Green associée a L, P et G.

REMARQUE - Tout comme le foncteur d’induction de Lusztig, la fonction de Green Qf p
dépend a priori du choix du sous-groupe parabolique P de G dont L est un sous-groupe de

Levi. Cependant, toujours pour alléger les notations, on notera souvent Q€ la fonction de
Green QF p.
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Soient g € G et [ € LY. On pose s = g,, u = g, t = I, et v = [,,. Soit A (respectivement
7) une fonction centrale sur LY (respectivement G¥'). Les “formules du caractere” (cf, par
exemple, [DM1], proposition 12.2) sont les suivantes:

1 s _
(2.1.1) RE(N)(su) = ‘LFHCO Z > ch<(8( N A(sv),
heGF veCy (s)fm
sehL

(2.1.2) RE()(t0) = o 2 Qcoa( “(tw).

1
[CACLINE

uni

2.2. Formule de Mackey pour les fonctions de Green. On reprend les notations du
paragraphe 1.5. Si u (respectivement v) est un élément unipotent de G* (respectivement
L), on notera QF (u,.) (respectivement QF(.,v)) la fonction sur LI (respectivement G¥')
valant 0 en dehors des éléments unipotents et valant QF (u,v) en v (respectivement u).
On appellera par la suite formule de Mackey pour les fonctions de Green pour le
triplet (G, L, M) 'égalité:
<QE(’ u_l)’ QE/I(> U_1)>GF = Z <Q£OIM(U> ')a ;%[IM(:C% -))LFOIMF'
2€LF\Sq (L,M)F /MF

pour tous v € LE . et v € MF

uni uni-

On posera, pour tous v € LE . et v € MF .

uni uni’

QE,M(U>U) - <QL(‘7U_1>7QM(‘7U_1>>GF

L *M
- Z (Qrem (U, ), Quasm (v, ) Lraemr
2€LF\Sg (L,M)F /MF
La formule de Mackey pour les fonctions de Green est équivalente a la nullité de QEM(U, v)
pour tous v € LE . et v € MF

uni uni-

2.3. Un lemme de récurrence. Soit f une fonction centrale sur G¥ et soit s un élément
semi-simple de G'. On définit une fonction centrale d€ f sur Cg(s) de la maniere suivante:

G | f(su) siu est unipotent,
dy"f(u) = { 0 sinon.

Si s et t sont des éléments semi-simples de G et L respectivement, alors les formules du
caractere 2.1.1 et 2.1.2 s’écrivent :

1 ° C2(s) g
(2.3.1) d? o RS = W Z ‘CgL(S)F| RC?L(S) o dSL o (adg)*
: F
e
(2.3.2) dy o *RE = *RCO(t odg.

REMARQUE - Si z € Z%, la formule du caractere 2.3.1 s’écrit
(2.3.3) dS o RY = R o dr.
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Deux fonctions centrales A et A sur LY sont égales si et seulement si les fonctions d¥\ et
d“ )\ sont égales pour tout élément semi-simple s € LY. Pour vérifier la formule de Mackey, il
est donc équivalent de vérifier les égalités obtenues en composant a gauche chaque membre
par I'application d¥ (oll s parcourt I’ensemble des éléments semi-simples de LT).

On notera T(G, L, M) I'ensemble des triplets (G’, L', M') ou G’ est un sous-groupe réductif
connexe F-stable de G de méme rang, et ou L’ et M’ sont des sous-groupes de Levi F-stables
de sous-groupes paraboliques de G’ tels que L/ est contenu dans un conjugué de L sous G et
M’ est contenu dans un conjugué de M sous GI" et tels que (G’, L, M) ne soit pas conjugué
a (G,L,M) sous G (on a alors dim G’ + dimL/ + dimM’ < dim G + dim L + dim M).
Cette notation est introduite dans le but de raisonner par récurrence sur l’entier naturel
dim G + dim L + dim M.

Lemme 2.3.4. On suppose M(G', L', M') pour tout (G', L/, M) € T(G,L,M). Soit s un
élément semi-simple de LY, n’appartenant pas au centre de G. Alors

o BEoRG = Y dbo Ry Ry o (ada).

2€LF\8g (L,M)F /MF

PREUVE - Cette preuve ne présente pas de difficultés: c’est simplement une application
systématique des formules 2.3.1 et 2.3.2. En voici le détail.

Puisque s n’est pas central dans G, alors, pour tout ¢ € G tel que s € 9M, le triplet
(C&(s),Ci(s), Conm(s)) appartient a T(G, L, M). On a donc:

1 Co(s)  -C%(s) g
L _ «pG G _ o F| % M
Aot oty = R [ca ()] XG:F [Coma()™| "Ry © Beg o) 0 ds ™ 0 (ad g).
e
_ 1 Z Z |CE(S)F N hOsC;M(S)F|
F o o F
‘M HOG(S) | ggg_;F hGSco () (C2(8),Copg (DT |OL(3) |
RCE(S) *R gM(S (ad h) o dgM o (ad )
CE (5)NhCSy 4 (s) $)NCY, s 9)x«
— Z Z |Oomh9M(3) |
gEGF hESCo ( )( ( )C’O (5 F ‘MF‘|C(O}(8)F|‘C£(8)F‘
s€IM °
Cy.(s) + 5Chg haM
Rcimth(S) i Lml\:gM(S) © ds © (ad hg)*

ou la premiere égalité vient de 2.3.1 et 2.3.2 et la deuxieme de M(C&(s), CL.(s), Cop(s))
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appliqué sous la forme 1.5.2. D’autre part, on a

Z d? © RIﬁan © *Rilr\w/[rM © (ad $>*
2€LF\8g (L,M)F /MF
L n>*M¥F .
- Z | F F | dL RLOIM © *RLlr\w/[rM o (adw),
xESG(L,M)F |L |‘M ‘
1
= S |C e (s)”]
s PTG 2
seLN=M
REY (o Ret oo (s> od, Mo (adlz).
LNlzMm Lmle

En prenant y = [z comme nouvelle variable dans le dernier membre obtenu, on obtient :

Z d? © RIﬁan © *R;Ir\W/IIM o (adw),

2€LF\8g (L,M)F /MF

|OﬁﬂyM( ) ‘ CE(S) * yM YM
€s (ZLM IMFLICE ()" ‘RCEMM(S) myM(s) od,™ o (ady).
ycoa

seLNYM

Le lemme 2.3.4 résulte du fait que l'application (g, h) — hg envoie les couples (g,h) €
G" x Cg(s)" tels que s € IM et h € 8¢ (+)(CR(s), Copp(s))" surjectivement sur I'ensemble
des y € 8q (L, M)¥ tels que s € LN YM et a toutes ses fibres de cardinal |C&(s)"|. m

Corollaire 2.3.5. On suppose M(G', L', M) pour tout (G', L', M’) € T(G, L, M). Soient A
et i deux fonctions centrales sur LY et MY respectivement. Alors :

RLM()‘ :U’) F F Z Z )‘ ZU _I)QS,M(U7M>
[LF[MF| HM | .ezr werr,
wEMF

uni

PREUVE - On pose

QA 1) = Z <*RLsz)‘ *RLsz M)LszMF

2€LF\8g (L,M)F /MF

Si f et g sont deux fonctions centrales sur L, on a

(f,9)Lr LF| Y 1CR ()] (dE S, dEg)es )7

seLr
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Par conséquent, on a:

P\ p) = <A “RE o Ry (i ))

= |LF| ZF |CL(s ( ), dL *RS © RIE;/I(M)>C£(S)F
s€Lf
= > (dZ(N),d% o "Rt o Ryi())vr
zEZF
+ Z |CE(5)7 (d5(A), d5 o *RE o Ry (1)) cp (s)7 -
sGLF
sng
De méme,
QA ) = > (X, REmeng © “Rypona " 1) LF
:ceLF\SG(L M)F /MF
- LF Z |CL.(s) Z <d£>\> d? © RIﬂsz o *Rrilr\wAszli)cg(s)F
‘ ‘ seL¥ :ceLF\sG(L,M)F/MF
= > ) (dZA, dY 0 REpeng © "Rpfiona 1)L
zEZF 2€LF\S (L,M)F /MF
+ Z |CL(s) Z (d?A, d? ° erjmwM o *Rrilr\w/lexMco (s)F -
seLF xeLF\Sg(L,M)F/MF -

S€ZF

Par conséquent, compte tenu du lemme 2.3.4 et de la formule 2.3.3, on a
2€ZF

ce qui est une autre écriture du résultat annoncé. m

Proposition 2.3.6. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) La formule de Mackey a lieu pour tout triplet (G, L, M).

(ii) La formule de Mackey pour les fonctions de Green a lieu pour tout triplet (G, L, M).

PREUVE - On raisonne par récurrence sur dim G + dim L + dim M. 1l résulte du corollaire

2.3.5 que (ii) implique (i).

Supposons maintenant (i). Soient v et w deux éléments unipotents de LY et M¥. On
note \, (respectivement f,,-1) la fonction caractéristique de la classe de conjugaison de v
(respectivement w!) dans L (respectivement M!"). On a alors, toujours d’apres le corollaire

2.3.5,
1

|CL(v)F].|Cap(w=1)F| QL m(v, w)

0= RE M Ao, fy—1) =

ce qui montre (ii). m

3. FONCTIONS ABSOLUMENT CUSPIDALES
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3.1. Définition. On a défini les caracteres irréductibles cuspidaux d’un groupe réductif
comme étant ceux dont les restrictions de Harish-Chandra sont nulles. La notion de fonction
absolument cuspidale est ’analogue lorsque 1’on considere les restrictions de Lusztig:

Définition 3.1.1. Une fonction centrale v sur G est dite absolument cuspidale si, pour
tout sous-groupe parabolique propre P de G et pour tout sous-groupe de Levi F'-stable L de
P, ona:

*RSCP('V) =0.
Comme conséquence immédiate de la formule 2.3.2, on obtient la

Proposition 3.1.2. (a) Une fonction centrale f sur G est absolument cuspidale si et
seulement si dS f est une fonction absolument cuspidale sur Cg(s)¥ pour tout élément semi-
simple s de GF.

(b) Soit f une fonction centrale absolument cuspidale sur GY' et soit s un élément semi-
simple de G tel que dS f # 0. Alors s est isolé dans G (c’est-a-dire que Cg(s) n'est contenu
dans aucun sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique propre de G ).

On notera Ng (L, M) 'ensemble des éléments n de G tels que "M = L. Soient A et p deux
fonctions absolument cuspidales sur L¥ et M respectivement. On a alors

RE MM 1) = (RE(N), Ryp(1))ar — > (X, "

neLF\Ng (L,M)F /MF

Cette égalité sera notée A(G, L, \, M, p).

3.2. Un autre lemme de récurrence. Ce lemme va nous permettre, en raisonnant par
récurrence, de n’avoir a vérifier la formule de Mackey que pour les fonctions absolument
cuspidales.

Lemme 3.2.1. Soit K un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique de L.
On suppose que la formule de Mackey M(G, K, M) a lieu et que, pour tout x € §g (L, M)F',
la formule de Mackey M(L,L N*M,K) a aussi lieu. Alors, pour toutes fonctions centrales
x et u sur K et MY respectivement, on a

REM(RgX, 1) =0
PREUVE - Puisqu’on suppose M(G, K, M), on a:
K" n=MF| | Y N
<RS(R1L<(X))aR1€I(M)>GF = Z W< REOZM(X)a RKI\F/{ZM( 1)) KFA=ME -
) :

2€8c (K,M
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Utilisons maintenant M (L, L N *M, K) pour tout x € 8 (L, M)¥. On obtient :

Z W( RIﬁan(R%{(X)) RanM( I4))LFAeMF

resamanr LM
B Z ILFN mMF| Z LY neME N vKE|

<R£RzR/I/IOHK o *RLszmyK( ) *RLmZM(xﬂ»LszMF

|£EMF N yKF‘ * Y *

= Z Z ‘LF‘ |MF| ‘KF‘ < RzﬁﬂyK( ) RIMWJK( :U)>””MF09KF

z€8q(L,M)F ye8y, (LN*M,K)¥ : :

|KF N y_leF‘ * DK * —1z

) @gém A Rr] et LN S T D

olt M I’ensemble des couples (z,y) € (GF)? tels que z € Sg(L, M)¥ et y € S.(LN*M, K)¥.
Le lemme 3.2.1 résulte alors du fait que I'application

M e Sg(K M)F

(z,y) — y

est surjective et a toutes ses fibres de cardinal |L”|. m

On retrouve, grace au lemme 3.2.1, le résultat suivant bien connu (cf, par exemple, [DM2],
proposition 2.1, (d)):

Corollaire 3.2.2. Si toutes les fonctions centrales sur L (ou sur M) sont uniformes,

alors la formule de Mackey M(G, L, M) est vraie.

PREUVE - Cf (ii) de la proposition 1.5.3. m

Le lemme 3.2.1 sera utilisé par la suite sous la forme suivante :

Corollaire 3.2.3. On suppose M(G', L', M') pour tout triplet (G, L',M’) € T(G,L,M).
Soit K un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique propre de L. Alors,
pour toutes fonctions centrales x et p sur K? et M respectivement, on a

REM(REX 1) =0

3.3. Réduction de la formule de Mackey aux fonctions absolument cuspidales.
Comme annoncé, le lemme 3.2.1 permet de se ramener a la vérification de la formule de
Mackey pour les fonctions absolument cuspidales seulement :

Proposition 3.3.1. La formule de Mackey a lieu pour tout triplet (G, L, M) si et seulement
si pour tout triplet (G, L, M) et pour toutes fonctions absolument cuspidales X et p sur L
et M¥ respectivement, on a RE (X, p1) = 0.
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PREUVE - La deuxiéme assertion est un cas particulier de la formule de Mackey. On sup-
pose donc la deuxieme assertion vraie. Pour montrer qu’elle implique la formule de Mackey,
on raisonne par récurrence sur dim G + dim L + dim M, de sorte que l'on peut supposer
M(G', L', M) pour tout (G', L/, M’) € T(G, L, M). On notera L I’ensemble des sous-groupes
de Levi F-stables de sous-groupes paraboliques propres de L. Soient A et u deux fonctions
centrales sur LY et M¥ respectivement. On écrit A = X + )\, ot X' est une fonction absolu-
ment cuspidale de L et
N'= 3" axRg(xx)
Kel
ott les ak sont des éléments de Q, et les yx sont des fonctions centrales sur K (K € £).
On a alors

RS,M()‘? :u) = RI(:;:M()\,? :u) + RI(:;:M()‘”? ,LL)
= REM()\,> ,LL)
d’apres le corollaire 3.2.3 en utilisant ’hypothese de récurrence. On peut donc supposer que
A est absolument cuspidale. De méme, on peut supposer que u est absolument cuspidale, et
donc, par hypothese, on a
REM()‘7 /’L) - 07

ce qui montre la proposition. m

4. SERIES DE LUSZTIG

4.1. Dual de G. On notera By un sous-groupe de Borel de G et T un tore maximal F-
stable de Bg. On note (G*, T§, F*) un triplet dual de (G, Ty, F'), au sens de Deligne-Lusztig.
On notera Z* le centre de G*.

On notera L* (respectivement M*) un sous-groupe de Levi F*-stable d’un sous-groupe
parabolique P* (respectivement Q*) de G* qui soit un dual de L (respectivement M).

Ayant choisi un morphisme injectif ¢ : F* — @,”, il existe une bijection entre Pensemble
des classes de G'-conjugaison de couples (T, 6) (ot T est un tore maximal F-stable de G et
0 est un caractere linéaire de TT') et I'ensemble des classes de G*f" -conjugaison de couples
(T*,s) (on1 s est un élément semi-simple de G*I" et T* est un tore maximal F*-stable de
G* contenant s). Si deux tels couples (T, ) et (T*,s) se correspondent via cette bijection,
on posera:

R$.(s) = R$(0).

4.2. Séries de Lusztig. Si s est un élément semi-simple de G*I" on notera (s) (ou (s)g- §'il
y a confusion possible) la classe de conjugaison de s sous G*, appelée classe de conjugaison
géométrique de s et [s] (ou [s]g.r+) la classe de G*I" -conjugaison de s, appelée classe de
conjugaison rationnelle de s.

On appelle série de Lusztig géométrique (respectivement série de Lusztig ration-
nelle) de G associée a s, et on note &(GY', (s)) (respectivement &(GY, [s])) 'ensemble des
caracteres irréductibles de G contenus dans les RS.(s') ot s’ est un élément semi-simple
géométriquement (respectivement rationnellement) conjugué a s et T* est un tore maximal
F*-stable de G* contenant s'.
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On a alors, d’apres [DL1], corollaire 6.3,

Irr(GF) = U E(GT, (s))
()
ou (s) parcourt I'ensemble des classes de conjugaison géométrique d’éléments semi-simples
de G*7.
D’autre part, si s est un élément semi-simple de G*/”", on a

EGF (s))= |J &G [t)
[t]1C(s)

(cf, par exemple, [DM1], théoreme 14.51). Par conséquent,

Irr(GF) = U E(GF,[s])
[s]

ott [s] parcourt 'ensemble des classes de conjugaisons rationnelles semi-simples de G*".

REMARQUE - Si s est un élément semi-simple de G*/”, I’ensemble des classes de conjugaison
rationnelles contenues dans (s) est en bijection avec 'ensemble H'(F*, Cg«(s)/C&-(s)). En
particulier, si Cq«(s) est connexe, alors &(GF, (s)) = E(GF, [s]).

4.3. Groupes réductifs ayant méme groupe dérivé. Suivant les idées de [DL1], il existe
un groupe réductif connexe G défini sur [F, (on note encore F : G — G lendomorphisme
de Frobenius correspondant) vérifiant les proprletes suivantes :

(a) G est un sous-groupe fermé de G, et 'injection 7 : G < G est définie sur F,,
(b) Le groupe dérivé de G est égal au groupe dérivé de G,
(¢) Le centre Z de G est connexe.

On pose L = L.Z et P = P.Z. Alors P est un sous-groupe parabolique de G et L est un
sous-groupe de Levi F-stable de P. Le radical unipotent de P est égal 4 U. On a

U sY§
gEGF/GF

Y

a

En effet, si 7 € YS, alors 71'F(Z) € UCG et donc, par le théoreme de Lang, il existe
r € G tel que 771F (%) = 27 1F(z), dott 7271 € GF| ce qui montre I'inclusion du membre
de gauche dans le membre de droite. L’autre inclusion est évidente.

De méme, on a:
_ G
= Y.l

leLF JLF

En effet, si & € Y&, alors G € (G/G)" ~ (L/L)F ~ L¥/L", donc il existe z € G et | € L”
tels que 7 = xl et on vérifie que x € Y& ce qui donne & nouveau l'inclusion du membre de
gauche dans le membre de droite. L’autre inclusion est évidente.

Par conséquent, on a, pour tout ¢ € N, un isomorphisme de GF-module-LF,

(4.3.1) Hi(Yg, Q) ~Q,G" ®g,ar HI(YG,Qy),

o

Y
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ainsi qu'un isomorphisme de G-module-L*

(4.3.2) HA(YgE, Q) ~ H(YgG, Q) ®g,LF QL".
On déduit immédiatement de ces deux isomorphismes la
Proposition 4.3.3. (i) ResSr oRG RS o Reskr.
(ii) Reskr O*RG “*RG o ResSr.
(iii) Soient u et v deuz éléments unipotents de GF' et LY respectivement. Alors

QS(uv)= Y QfCuv)= Y QFul).

geGF /GF leL¥ /LF

Notons Ty = Tg.Z. C’est un tore maximal F-stable de G. Si on note (G*, T%, F*) un triplet
dual, au sens de Deligne-Lusztig, du triplet (G To. F), alors Uinjection 7 : G — G induit
un morphisme surjectif i* : G* — G* défini sur F, tel que *~*(Tj) = T¢. Le noyau Ker i*
de ¢* est un tore central F*-stable de G*, dual du tore G/G. On a donc un isomorphisme

(Keri*)¥" — (GF/GF)
Z

VA —

Soit s un élément semi-simple de G*". Puisque Keri* est connexe, il résulte du théoreme
de Lang qu’il existe un élément semi-simple 5 de G* tel que i*(3) = s. Compte tenu de la
formule du caractére 2.1.1, on a, pour tout tore maximal F*-stable T* de G contenant § et
pour tout z € (Keri*)f",

(4.3.4) RS.(3) ® 2 = RS.(32).
On en déduit immédiatement le
Lemme 4.3.5. Pour tout z € (Keri*)™", l'application
E(GT, [8)ger-) — E(GF,[52]ger+)
g — TR Z

est bijective.

Lemme 4.3.6. Soient ¥ et y deux caracteres irréductibles de GE et GF respectivement tels
que (ResSr7,7) #0. Si 7 € &(GF | [§ger), alors v € E(GF | [s]ger).

PREUVE - Puisque Z est connexe, le groupe D(é*) est simplement connexe et donc Cg. (5)
est connexe (cf [S], théoréme 8.1). Par suite, la série de Lusztig géométrique &(GF, (3)g.)
coincide avec la série de Lusztig rationnelle &(GF, [3]g.r- ).

Supposons que 7 € &(GF, [5]gs«r+). Soit T un tore maximal F-stable de G et soit 6 un
caractere linéaire de TF tel que

(v, RE(0))ar # 0.

Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant T. On note Ug son radical unipotent. Il
existe un entier ¢ tel que v soit une composante irréductible de

HZ(YSB7@£> ®@ZTF @507
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ott Qg désigne le TF-module irréductible de dimension 1 sur lequel TF agit via 6.

Soit T le tore maximal (F-stable) de G contenant T et soit  un caractére linéaire de TF
prolongeant #. On note (T*,§') un couple formé d’un tore maximal F*-stable T* de G* et
d'un élément § € T* associé au couple (T,8). On pose T* = i*(T*) et ' = i*(3'). On a
donc

(v, R (s))ar # 0,
c’est-a-dire v € E(GF [s]gur+).
Alors, d’aprés I'isomorphisme 4.3.2, il existe un élément 2 € (Keri*)f™ tel que

(Y ® Z, Hé(YIC}B,@g) X, 1r Qug)ar # 0,

ot Qg désigne TF-module irréductible de dimension 1 sur lequel T agit via 6. Par suite,
il résulte du lemme 4.3.5 et de [DM1], proposition 13.3, que § et $z sont géométriquement
donc rationnellement conjugués (car le centre de G est connexe). Par suite, i*(§') = s’ et
i*(5) = s sont rationnellement conjugués. Donc v € E(GT, [s]gsr+). B

REMARQUE - Les résultats 4.3.1 a 4.3.6 restent vrais méme lorsque le groupe G vérifie
seulement les hypotheses (a) et (b) de 4.3 la connexité du centre de G n’intervient a aucun
moment dans leur démonstration sauf pour le lemme 4.3.6. Dans ce dernier cas, si on suppose
que G ne vérifie que (a) et (b), on utlise le fait qu'il existe un groupe réductif connexe G’
défini sur F,, contenant G et vérifiant (a), (b) et (c). Le lemme 4.3.6 étant vrai pour la

restriction de G'¥ & G¥ et pour la restriction de G’'*' & G¥', il sera vrai pour la restriction
de G a GF.

4.4. Foncteurs de Lusztig et séries de Lusztig rationnelles. Le but de ce paragraphe
est de montrer que les foncteurs de Lusztig stabilisent les séries de Lusztig rationnelles. C’est
un résultat connu (cf, par exemple, [DLM]), mais je n’en connais pas de démonstration écrite.

Corollaire 4.4.1. On suppose que s € L*F" . Soit X\ un caractére irréductible de LY et soit
v un caractére irréductible de G tel que (RE(N),~) # 0.
Si A € E(LY, [s]yer+), alors v € E(GT, [s]g-r+).

PREUVE - D’aprés [L1], corollaire 6, le corollaire 4.4.1 est vrai pour le groupe G.

D’apres le lemme 4.3.6, les éléments de &(LY, [s]y.r+) sont les composantes irréductibles
des restrictions des éléments de &(LF, (5)s.). Soit T* un tore maximal F*-stable de L* tel
que ) soit une composante irréductible de R%.(s). On note T* l'image réciproque de T* par
Tr.

Soit T un tore maximal F-stable de L dual de T*, et soit 6 un caractere linéaire de TF
associé & 5. On pose T = T NL et on note @ la restriction de § & TF. Alors T est un tore
maximal F-stable de L dual de T* et @ est le caractere linéaire de T associé & s. On note
By, un sous-groupe de Borel de L contenant T et Uy, le radical unipotent de By,.

Par hypothese, il existe un entier naturel ¢ tel que 7 soit une composante irréductible de
H(YE, Q) g, LF A, et il existe un entier j tel que A soit une composante irréductible de

HI(Y%,, Q) ®g,rr 0- Puisque Y5, v =YG xur Y§_, il résulte de la formule de Kinneth
que 7 est une composante irréductible de H:*/ (YUL.U>@£) ®g,TF f. On déduit alors de
I'isomorphisme 4.3.2 que 7 est une composante irréductible d’un caractere irréductible v
de GF, lui-méme composante irréductible de Hi*J (YU]L v Q) @g,ir 6. Par conséquent, le
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corollaire 4.4.1 étant vrai pour G, le caractere 4 appartient a E(GF, (8)g.) = E(GF, [3]gur ),
ce qui montre que v appartient & &(GT, [s]g.r+) d’apres le lemme 4.3.6. m

4.5. Eléments semi-simples quasi-isolés. On rappelle que I’élément s est dit isolé dans
G* si Cg&.(s) n'est contenu dans aucun sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique
propre de G*. On pose la

Définition 4.5.1. L’élément semi-simple s de G* sera dit quasi-isolé (dans G*) si son
centralisateur Cg«(s) n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi d’un sous-groupe para-
bolique propre de G*.

On note ®§ le systeme de racines de G* relativement a T§. On note (®f) le sous-groupe
de X (T}) engendré par ®f. On notera L(G) l'ensemble des indices des sous-groupes (P7)
dans (®}) lorsque @ parcourt 'ensemble des sous-systémes de racines de ®f de méme rang:

Lemme 4.5.2. Soit s un élément isolé de G*. Alors l'ordre de l'image de s dans G*/Z*
divise un élément de L(G).

PREUVE - On peut supposer que s € T§. On note @ le systeme de racines de Cg.(s)
relativement a T{. On a:

P} ={aed)| a(s) =1}
Puisque s est isolé dans G*, le syteme de racines @7 est de méme rang que ®*. Par conséquent,
si on note d = |(®3)/(®1)], alors s € Z* et d € L(G). m

Corollaire 4.5.3. Soit Z* le centre de G*. Soit s un élément quasi-isolé de G*. Alors l’ordre
de limage de s dans G*/Z* divise un des nombres |Z/Z°|.r, ot r parcourt l’ensemble des

éléments de L(G).

PREUVE - On pose k = |Cg+(s)/Cg&-(s)|. Il est bien connu que k divise I'ordre de Z/Z° (on
va le redémontrer car on aura besoin de la démonstration). Compte tenu du lemme 4.5.2, il
suffit de montrer que s* est isolé. On note A = Keri* N D(G*) ott D(G*) désigne le groupe
dérivé de G*. On rappelle que

(*) Al = |2/Z7].

En effet, si n est un entier naturel non nul tel que F™ agisse trivialement sur A et tel que
F*™ agisse trivialement sur A, alors il résulte de [DLM], (3.12.1) que H*(F™, Z)" ~ A",
c’est-a-dire (Z/Z°)" ~ A.

Soit § un élément de G* tel que 7(3) = s. On considére application

0,: Cal(s) — A

g — g5g'5=1g,9

otl § est un élément de G* tel que * (g) = g (on remarque que 05(g) ne dépend pas du choix
de g). D’autre part, 6, est un morphisme de groupes.

Le centralisateur Cg.(5) est connexe (par le méme argument que dans la démonstration
du lemme 4.3.6) et son image par i* est C&.(s) (cf, par exemple, [DM1], proposition 2.3, (ii)).
Le noyau de 6 est donc exactement C&.(s). En particulier, Cg+(s)/Cg&-(s) est isomorphe a
un sous-groupe de A, donc k divise |Z/Z°| d’apres (k).
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Pour montrer que s* est isolé, il suffit de montrer que Cg.(s*) contient Cg«(s). Soit donc
g € Cg=(s). On a alors 0,(¢g") = 1 car g* € C&.(s). Or, par un calcul facile, 0,(g*) = 0,(g)* =
0, (g). Donc g est dans le noyau de 6, donc appartient & Cg.(s*). m

5. FORMULE DE MACKEY POUR ¢ GRAND

5.1. Enoncé. On notera par la suite L(G) T'ensemble des diviseurs des coefficients de la
plus grande racine de G. On notera ¢(G) le plus grand élément de la réunion des L(G'),
ou G’ parcourt I'ensemble des sous-groupes réductifs connexes de G de méme rang. On
notera ((G) le plus grand des nombres |Z'/Z/°| ou Z' parcourt 'ensemble des centres des
sous-groupes réductifs connexes F-stables de G de méme rang.

Théoréme 5.1.1. Siq > 1+(G)(G)?, alors la formule de Mackey M(G, L, M) ainsi que
la formule de Mackey pour les fonctions de Green pour G ont lieu.

PREUVE - On suppose donc que ¢ > 1+ ¢(G)i(G)% On va montrer le théoreme 5.1.1 par
récurrence sur n = dim G + dimL + dim M. La récurrence démarre compte tenu de la
proposition 1.5.3. On peut donc supposer que, pour tout triplet (G, L', M’) € T(G,L, M),
la formule de Mackey pour les fonctions de Green pour le triplet (G’,L/,M’) ainsi que
M(G', L/, M) ont lieu (en effet, ¢ > 1 + ((G')(G')? car £(G') < U(G) et t(G') < +(G)). On
peut aussi supposer que L et M sont différents de G car sinon, il n’y a rien a montrer.

Soient A et p deux caracteres irréductibles de L et M respectivement. On veut montrer
que REni(A, 1) = 0. Soit s (respectivement ) un élément semi-simple de L*F" (respective-
ment M*™) tel que A € E(LY, [s]pr+) (respectivement pu € E(MF | [t]pper+)).

Lemme 5.1.2. Siles éléments s et t ne sont pas conjugués sous G** | alors REM()\, w) = 0.

PREUVE - Il résulte immédiatement du corollaire 4.4.1 que les deux membres de R \;(X, 1)
(notés P(A, ) et Q(A, 1) dans la démonstration du corollaire 2.3.5) sont nuls. O

Lemme 5.1.3. Si s n’est pas quasi-isolé dans L*, ou sit n’est pas quasi-isolé dans M*, alors

PREUVE - Soit K* l'intersection des sous-groupes de Levi de sous-groupes paraboliques
de L* contenant Cp:(s). Alors K* est un sous-groupe de Levi F*-stable d’un sous-groupe
parabolique de L* et K* £ L* par hypothese. On note K un sous-groupe de Levi F-stable
d’un sous-groupe parabolique de L dual de K. D’apres [L1], corollaire 9, il existe un caractere
irréductible x de K¥ tel que A = epexRLky. Par suite, il résulte du corollaire 3.2.3 que
RS,M()" :U) = 0.

La formule de Mackey étant auto-duale, on a symétriquement REM()\, ) = 0 sitn'est
pas quasi-isolé dans M*. O

Compte tenu des lemmes 5.1.2 et 5.1.3 on supposera par la suite que s et ¢ sont conjugués
sous G*!" et on prendra méme s = ¢, et on pourra aussi supposer que s est quasi-isolé dans

L* et M*.
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Lemme 5.1.4. Si s n’est pas quasi-isolé dans G*, alors

PREUVE - Soit K* l'intersection des sous-groupes de Levi de sous-groupes paraboliques
de G* contenant Cg-~(s). Alors K* est un sous-groupe de Levi F*-stable d’un sous-groupe
parabolique F*-stable, contenant Cg«(s), et distinct de G*. Le groupe K* N L* est un sous-
groupe de Levi d’'un sous-groupe parabolique de L* contenant Cp«(s), donc K* contient L*
car s est quasi-isolé dans L*. De méme, K* contient M*.

Soit K un sous-groupe de Levi F-stable d'un sous-groupe parabolique de G dual de K*.
On peut supposer que L et M sont contenus dans K. D’apres [DM1], remarque 13.28, le
foncteur RE induit une isométrie

R - QuE(K", [s]g-r+) — Qu€(GT, [s]gr).
Par conséquent,
<RS)‘> RSLU>GF = <R£<)‘> Rﬁ/oKF

_ * DL * ™Mz
- Z < RLOIM)H RLsz M)LFOZMF
2€LF\8k (L,M)F /MF

car, par hypothese de récurrence, la formule de Mackey M(K, L, M) a lieu. 1l suffit donc de
montrer que, si z est un élément de Sg(L, M) n’appartenant pas & K, alors

<*R£OIM>‘7 *R;IXIIMIIQLFOIMF =0.
Soit donc = € 8g(L, M)¥ tel que

(1) (*REnemA, “Rpren W) 1rnemre 7 0.

On a une bijection naturelle entre L¥\8g(L, M)¥/M? et L*"\8g-(L*, M*)I" /M*". 1l
correspond donc & x un élément z* de Sg-(L*, M*)I" tel que L* N 2 M* soit un dual de
L N *M. Il résulte de la non-nullité du membre de gauche de (#) et du corollaire 4.4.1 qu'il
existe un élément | € L*" et un élément m € M*" tel que 's = " (™s). Par conséquent,
[~'z*m centralise s donc appartient & K*, et donc z* appartient & K* car L* et M* sont
contenus dans K*. Par suite, x € K car L et M sont contenus dans K. O

On peut donc supposer dorénavant que 1I’élément semi-simple s est quasi-isolé dans L*,
M* et G*. On se fixe d’autre part un tore maximal F*-stable T* de L* contenant s. On
notera W* le groupe de Weyl de G* relativement a T*. On notera ® le systeme de racines
de G* relativement a T*.

Si z € Z(L*)'", on notera % le caractere linéaire de LY induit par z. D’autre part, si
z € Z(L*)F Ni*(D(G*)F), alors 2 est trivial sur Z" (cf [DL], proposition 5.11, (i)).

Lemme 5.1.5. Il existe un élément z € Z(L*)F" Ni*(D(G*)F) tel que sz et s ne soient pas
conjugués sous G*.

PREUVE - D’aprés le théoreme de Lang, lindice de i*(D(G*)F") dans D(G*)!" est égal a
|H'(F*, A)|. Donc, si on note i Vindice de Z(L*)F" N i*(D(G*)F") dans Z(L*)" N D(G*)""
alors i est inférieur ou égal a |[H'(F*, A)|. Finalement, i < |Z/Z°] < «(G) d’apres 1'égalité
(%) de la preuve du lemme 4.5.3.
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Soit z € Z(L*)¥" N D(G*)!" d’ordre supérieur ou égal a ¢ — 1 (il en existe toujours car
Z(L*) N D(G*) contient un tore de dimension supérieure ou égale a 1). Vu que z* appartient
a Z(L*)T na*(D(G*)F), il suffit, pour montrer le lemme 5.1.1, de prouver que

Les éléments s et sz ne sont pas conjugués sous G*.
On note m lordre de z¢. Alors

(%) m>1"1 S e = (a)z/z).

]

Soit ¢ une racine primitive m®® de I'unité dans F*. Soit a € X(T) tel que a(z*) = ¢ (il
existe un tel o car m est Uordre de z°).

Supposons s et sz’ conjugués sous G*. Alors il existe w € W* tel que s2* = w(s). Par
suite,

¢ =a(z) = (w(a) —a)(s).

Or, w(a) — « est une combinaison linéaire, a coefficients dans Z, d’éléments de ®. Par
conséquent, 'ordre de ¢ divise 'ordre de I'image de s dans G*/Z*, ce qui implique, compte
tenu du lemme 4.5.3, que ¢*" = 1, pour certains k € L(G) et r diviseur de |Z/Z°|: cela
contredit (¥ ). O

Soit donc z un élément de Z(L*)* N4*(D(G*)*™") tel que s et sz ne soient pas conjugués
sous G*. Alors, d’apres le lemme 5.1.2, on a

car A\@ 2 € E(LY, [sz]y.r+). Or, par hypothese de récurrence, on a, d’apres le corollaire 2.3.5,
REM(A, w) = REM(A ® Z, ), ce qui termine la démonstration du théoreme 5.1.1. m

6. FORMULE DE MACKEY ET FAISCEAUX-CARACTERES

Cette section est consacrée a établir une autre démonstration de la formule de Mackey,
indépendante de celle du théoreme 5.1.1, utilisant la théorie des faisceaux-caracteres de G.
Lusztig (en particulier les résultats de [L2], [L3] et [L4]). Le résultat que 'on obtient est un
peu moins bon: on a besoin d’'une (petite) restriction sur le nombre premier p, et la borne
que I'on donne pour I'entier ¢ n’est pas explicite.

6.1. Enoncé. Si ® est un systeme de racines, on dira que p est presque bon pour  si,
pour toute composante irréductible &y, de ¢ de type exceptionnel, p ne divise aucun des
coefficients de la plus grande racine (relativement a une base arbitraire) de ®q (c’est-a-dire
si p est bon pour toute composante irréductible de ® de type exceptionnel). On dira que p
est presque bon pour G ¢'il est presque bon pour son systeme de racines (relatif & un tore
maximal quelconque).

Théoreme 6.1.1. On suppose p presque bon pour G. Il existe une constante qo dépendant
seulement de la donnée radicielle associée a G telle que la formule de Mackey M(G, L, M)
a liew s1.q > qo.
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6.2. Preuve du théoreme 6.1.1. En raisonnant par récurrence sur dim G + dimL +
dim M, le lemme 2.3.4 montre donc qu’il suffit de montrer la formule de Mackey pour les
fonctions & support dans Z7.GZ et, puisque la translation par un élément de Z* est inoffen-
sive (cf formule 2.3.3), il suffit de la montrer pour les fonctions & support unipotent. D’autre
part, compte tenu de la proposition 3.3.1, il suffit de montrer que REM()\, 1) = 0 lorsque A
et p sont des fonctions absolument cuspidales & support dans LE . et MZ . respectivement.

Soient donc A et p deux fonctions absolument cuspidales & support unipotent de L et
M respectivement. Le théoreme 1.14, (b), de [L4] indique que, si p est presque bon et ¢
est suffisamment grand, on obtient une base de ’espace des fonctions absolument cuspidales
a support unipotent en prenant les fonctions caractéristiques de systemes locaux cuspidaux
sur les classes de conjugaison unipotentes F-stables de G. Il suffit donc de vérifier la formule
de Mackey lorsque A et p sont de telles fonctions.

Soit C7 une classe unipotente F-stable de L, et soit &; un systeme local L-équivariant
F-stable cuspidal sur . On choisit un isomorphisme ¢; : F*&; = &;. On suppose donc que
A = Xe,.0 OU Xe, 0 est la fonction sur LE ; définie par

uni

Tr w (1)) siueCF,
R

De méme, on suppose que /i = Xe,,», OU €y est un systeme local cuspidal F-stable sur une
classe de conjugaison unipotente F-stable Cy de M et ¢, : F*E€y = €, est un isomorphisme.
On note K; (respectivement K3) le faisceau pervers obtenu par induction parabolique &
partir du faisceau pervers associé¢ au systeme local &; X Q, (respectivement €, X Q,) sur
Z(L)°.C (respectivement Z(L)°.Cy) et 9y : F*K; — K (respectivement 1y : F* Ky — Kb)
l'isomorphisme de faisceaux pervers induit par ¢, (respectivement ). On notera Y, 4, €t
XK 108 restrictions de Y, 4, €t Xy, & GE .. D’apres [L4], théoreme 1.14, (a), on a

RI(?()‘) - >~<K1,1Z11>

Rl(\;/l(la) = XKQJJJQ'
Un élément g de G est tel que M = L et (\,9i) # 0 si et seulement si 9Cy, = C} et
(ad g)*€4 ~ &Y, ou &Y désigne le systeme local dual de €;. D’autre part, s’il n’existe pas de
tels g € GT', alors, d’apres le corollaire 9.11 de [L3], partie I, on a

<>ZK17LZ)1 ) XKg,w2>GF =0

et donc la formule A(G, L, A\, M, 1) est donc vérifiée dans ce cas-la.
On peut donc supposer, et ce sera fait par la suite, que L = M, C; = Cy, &} = &, et
vy = po. D’apres [L2], théoreme 9.2, on a, pour tout n € Ngr(L),

”C’l = Cl, (adn)*& ~ 81.

D’apres [L3], partie II, lemme 9.8 et les formules 9.10.1 et 9.10.2, on a, pour tout n € Ngr (L),

¢
<>‘> nﬂ) = o
|Z(L)°"|
ou d = dim Cy + dim Z(L)° — dim L. D’autre part, le corollaire 9.11 de [L3], partie II, nous
dit que
N . _ |[Ner(L)/LF]
<XK171ZJ17 XK2,7/12> - |Z(L)OF‘
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Cela montre la formule A(G,L, A\, L, ). m
7. QUELQUES APPLICATIONS DE LA FORMULE DE MACKEY

On va rappeler dans cette section quelques conséquences connues de la formule de Mackey.

7.1. Indépendance du choix du sous-groupe parabolique. Soit P’ un sous-groupe
parabolique de G dont L est un sous-groupe de Levi. Le résultat suivant se montre par
récurrence sur dim G comme dans le cas ou P et P’ sont F-stables (cf, par exemple, [DM],
proposition 6.1) :

Proposition 7.1.1. Supposons ¢ > 1+ £(G)i(G)?. Alors
RSCP = REcP’a

* DG _ *pG
RLCP - RLCP"

7.2. Dualité d’Alvis-Curtis et foncteurs de Lusztig. On notera Dg : XG' — KGF
lopérateur de dualité d’Alvis-Curtis. Le résultat suivant est démontré par exemple dans
[DM1] (remarque suivant théoréme 8.11):

Proposition 7.2.1. Supposons ¢ > 1+ ((G)(G)?. Alors
egDg o RS = eLRS o Dy,

eg*RS oDg =er, Dy, 0 *Rf’.
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