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1. Introduction

Les classes de conjugaison d’un groupe G réductif connexe sur un corps fini se
décrivent a partir d’une classe d’éléments semi-simples et une classe d’éléments unipo-
tents du centralisateur d’un élément semi-simple (décomposition de Jordan). Deligne et
Lusztig ont construit une décomposition analogue des caracteres irréductibles de G :
ils sont paramétrés par une classe semi-simple du groupe dual et un caractére unipo-
tent du centralisateur d’un élément de cette classe. Nous démontrons ici un résultat
du méme type pour des représentations modulaires de G.

Choisissons un nombre premier ¢ différent de la caractéristique du corps de dé-
finition du groupe. Broué et Michel ont montré que la décomposition en £-blocs des
caracteres raffine la décomposition suivant la £'-partie de la classe semi-simple asso-
ciée a un caractere. Broué [Br] a conjecturé que les foncteurs d’induction de Deligne-
Lusztig devaient produire une équivalence de Morita entre la réunion des blocs asso-
ciés a un £'-élément semi-simple s du groupe dual et la réunion des blocs unipotents
du groupe dual du centralisateur de s (lorsque ce dernier est un sous-groupe de Levi).

La motivation de ce travail est la preuve de cette conjecture sur la décomposi-
tion de Jordan des blocs. Nous démontrons qu'un bloc d’un groupe réductif connexe
sur un corps fini (en caractéristique transverse) est Morita-équivalent a un bloc quasi-
1solé d’un sous-groupe de Levi.

Comme lavait montré Broué, le probleme est géométrique. On dispose de fon-
cteurs d’induction de Deligne-Lusztig, qui envoient représentations sur complexes de
représentations. Le probleme est de démontrer que, sous certaines hypothéeses, les com-
plexes qui interviennent sont concentrés en un degré. Broué¢ a ramené le probleme a
établir la concentration en degré moiti¢ de la cohomologie de certains faisceaux loca-
lement constants sur des variétés de Deligne-Lusztig. Ce probleme a été résolu, dans
le cas de faisceaux modérément ramifiés associés a des caracteres de tores, par De-
ligne et Lusztig [DeLu] et notre travail consiste a résoudre ce probleme en général
(théoreme 10.7).

Le probleme qui se pose est double. D’abord, les variétés concernées X sont as-
sociées a des variétés de drapeaux paraboliques et on manque d’'une compactification
lisse avec diviseurs a croisements normaux. Ensuite, les systémes locaux .# en jeu sont
sauvagement ramifiés. Du coup, il ne suffit plus de montrer que le faisceau ne s’étend
pas a I'infini dans une bonne compactification pour déduire que sa cohomologie est
concentrée en degré moitié.

Nous parvenons a contourner ces difficultés en deux étapes.

Tout d’abord, nous introduisons des variétés f; : X; — X au-dessus de X et des
systtmes locaux modérément ramifiés .%; sur X; tels que .# est dans la sous-catégorie
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triangulée de D’(X) engendrée par les R( f),.Z;. Nous déduisons cela d’un résultat
présentant un intérét indépendant : la catégorie des complexes parfaits de modules
pour G est engendrée par les images des foncteurs de Deligne-Lusztig (§9).

Ensuite, une étude précise de la ramification a I'infini des faisceaux .%; nous per-
met de conclure. Plus précisément, on dispose d’'une immersion ouverte j, : X; — Y,
et d’un morphisme propre Y; — X, ou j : X — X est une compactification de X (sin-
guliere en général). L’étude de la ramification montre que (R( jz-)*ﬂ})| ! xx) =0,
ce qui suffit pour établir que le morphisme canonique j1.% — Rj,.# est un quasi-
isomorphisme.

Pour comprendre précisément comment les systémes locaux .#; associés a des
caractéres de tores se ramifient a I'infini (§7), nous construisons de nouvelles variétés
de type Deligne-Lusztig (§6). Le recollement de revétements repose sur la construction
d’isomorphismes canoniques entre quotients de tores. C’est 'objet de la partie §4.4, ou
nous obtenons aussi une nouvelle approche de la conjugaison rationnelle de caractéres
de tores.

Les résultats principaux sont contenus dans les parties §10 et §11. Dans les par-
ties §7 et §8.2, nous supposons que I'anneau de coeflicients A est un corps. L’appen-
dice §12 regroupe quelques résultats géométriques.

Le lecteur verra sans peine I'importance considérable de notre dette a I’égard de
I'article fondateur de Deligne et Lusztig [DeLu]. Nous utilisons aussi certaines tech-
niques développées par Digne et Michel [DiMiRo] (variétés associées a des suites d’élé-
ments du groupe de Weyl et compactifications partielles).

Dans un second travail, nous aborderons les applications a la théorie locale des
blocs (morphisme de Brauer, équivalences splendides, finitude des algebres de source,
engendrement de la catégorie dérivée, variation du sous-groupe parabolique, groupes
non connexes).

Nous remercions Marc Cabanes et Michel Enguehard pour leurs nombreux
commentaires et suggestions.

2. Notations générales

2.1. Groupes, monoides. — Soit G un groupe. Nous noterons G le groupe opposé
a G. Pour M un G-ensemble, on note M le G°P-ensemble, restriction de M a travers
I'isomorphisme G°P -G, g g\

Pour g € G, nous noterons (g) (ou (g)¢ s’1l y a confusion possible) la classe de
conjugaison de g dans G. Si g et ¢’ sont deux éléments de G nous écrirons g ~ g
(ou g ~¢ g') pour dire que g et g’ sont conjugués dans G.
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S1 X est une partie de G stable par conjugaison, X/ ~ (ou X/ ~) désignera
I'ensemble des classes de conjugaison de G contenues dans X. Si 7 est un ensemble
de nombres premiers (ou un nombre premier) nous noterons X, (respectivement X,)
I’ensemble des m-éléments (respectivement 7’-éléments) de X. Si g € G est d’ordre
fini, nous noterons g, et g, les uniques éléments de G, et G, respectivement tels que
8§ =& = En'&rn-

Si E est un ensemble, nous noterons 2(E) le monoide libre sur 'ensemble E,
c’est-a-dire I'ensemble des suites finies d’éléments de E muni de la loi de concaténa-
tion. Son élément neutre sera noté (). Si o est un endomorphisme de E, nous noterons
parfois “¢ I’élément o(e).

2.2. Anneaux, corps. — Dans cet article, nous fixons une fois pour toutes deux
nombres premiers distincts p et £. Nous noterons F une cloture algébrique du corps
fini a p éléments F,. Nous fixons une puissance ¢ de p et notons F, le sous-corps de F
a ¢ ¢éléments. Nous appellerons variété (respectivement groupe algébrique) une variété
algébrique quasi-projective définie (respectivement un groupe algébrique défini) sur le
corps F.

Nous fixons aussi une extension algébrique K du corps £-adique Q. Soit R son
anneau d’entiers sur Z, et soit & le corps résiduel de R : c’est une extension algébrique
du corps fini a £ éléments Fy. Nous notons [ I'idéal maximal de R. Nous supposerons
que le corps K est “assez gros”, c’est-a-dire que, pour tout groupe fini H rencontré
dans cet article, K contient les racines e-iemes de 'unité, ou e est I'exposant de H.

Nous fixons une fois pour toutes un isomorphisme

1:(Q/Z), — F*

ainsi qu’un morphisme injectif

11 (Q/Z)y = Q.
ou Q, est une cléture algébrique de K. Soit

k=jo1 1 F > Q.

Dans tout cet article, A sera I'un des anneaux K ou R/[" (n > 0).

2.3. Catégories dérivées. — Si o/ est une catégorie additive, nous noterons K(.)
son groupe de Grothendieck et K’(7) la catégorie homotopique des complexes bor-
nés d’objets de o7

Si € est une catégorie abélienne, nous noterons K(%) son groupe de Grothen-
dieck, D!(%’) (respectivement D™(%)) la catégorie dérivée des complexes a cohomolo-
gie bornée (respectivement bornée supérieurement) et ¢ -parf la catégorie de ses com-
plexes parfaits ; K(%) est aussi le groupe de Grothendieck de la catégorie triangulée
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D’(%’). Si E est un ensemble d’objets d'une catégorie triangulée D, nous appellerons
sous-catégorie de D engendrée par E la plus petite sous-catégorie triangulée pleine de D
stable par facteurs directs et contenant E. Nous identifierons € avec la sous-catégorie
pleine de D’(%) des complexes concentrés en degré 0 via le foncteur canonique.

Lorsque ¢ a assez de projectifs, étant donnés C et C' deux objets de D’(%),
nous noterons R Hom*(C, C') le complexe total associé au complexe double des ho-
momorphismes d’une résolution projective de C vers C'.

2.4. Algebres. — Soient A et B deux A-algebres noethériennes. Nous noterons
AP Talgebre opposée a A. Par un A-module, nous entendrons un module a gauche
pour A. Tous les modules considérés seront de type fini. Nous noterons A-mod la
catégorie des A-modules. On identifie la catégorie des (A, B)-bimodules a celle des
(A ®, B°)-modules. Nous noterons K(A), D’(A), D™(A) et A-parf les constructions
obtenues pour ¥ = A-mod.

Pour M un complexe borné de A-modules, nous définissons le complexe de A-
modules a droite M* = R Homj (M, A).

Nous noterons A-proj la sous-catégorie additive pleine de A-mod formée par les
A-modules projectifs.

2.5. Groupes finis. — Si G est un groupe fini, nous désignerons par Irrg G Pen-
semble de ses caractéres irréductibles sur K. Nous identifierons alors K(KG) avec
ZIrrk G, le Z-module libre de base Irrg G. Le produit scalaire sur K(KG) faisant
de Irrg G une base orthonormale sera noté (-, -)g. S1 8 : G — A est un caractére
linéaire de G, nous noterons Ay le AG-module sur lequel un élément g € G agit par
multiplication par 6(g), et ¢ (ou e g, Ou efﬁ s’1l est nécessaire de préciser) I'idempo-
tent primitif central de AG qui agit comme l'identité sur Ay.

2.6. Groupes algébriques. — Soit H un groupe algébrique. On désignera par H° sa
composante neutre et H.,, I'ensemble de ses éléments semi-simples. Si 4 € H, nous
noterons Cg;(4) la composante neutre de son centralisateur dans H. Si H est abélien et
s1 I est un endomorphisme de H, alors nous notons Np.y : H— H, A+ £ Fp T
le morphisme norme de ¥ a F (ot n € N¥).

2.7. Fuasceaux. — Soit X une variété et soit A une A-algebre. Nous noterons
D’ (X) la sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux de
A-modules sur X formée des complexes a cohomologie constructible, bornée si ? = b,
bornée supérieurement si ? = —.

Notons mx : X — SpecF le morphisme canonique. Un A-module M sera identi-
fié avec le A-faisceau constant sur SpecF associé a M. Nous posons alors Mx = mxM :
c’est le A-faisceau constant sur X associ¢ au A-module M. De méme, un complexe de
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A-modules C sera identifié avec le complexe de faisceaux constants sur Spec F corres-
pondant et nous noterons Cx = 75 C.

Nous noterons RI'(X, C) =R (7rx).(C) (respectivement RI'(X, C) =R(7x),(C))
le complexe de cohomologie (respectivement de cohomologie a support compact) d'un
complexe C EDf_\(X). Nous écrirons RI'(X) (respectivement RI', (X)) pour RI'(X, Ax)
(respectivement RI" (X, Ax)). Pour G un groupe fini agissant sur X de telle sorte que
les stabilisateurs des points de X sont des sous-groupes de G d’ordre inversible dans A,
alors RI'(X) est un complexe parfait de AG-modules [DelLu, §3.8].

3. Variétés et groupes finis

Les variétés de Deligne-Lusztig sont munies d’actions a gauche et a droite de
groupes réductifs finis. Leur cohomologie permet alors de définir des foncteurs entre
catégories de représentations. Nous rappelons ici dans un cadre général comment dé-
finir ces foncteurs ainsi que quelques-unes de leurs propriétés élémentaires.

3.1. Dénitions. — Nous fixons trois groupes finis G, H et K. Une G-varité (re-
spectivement une variélé-G) est une variété sur laquelle G agit a gauche (respectivement
a droite). Une G-variété-H est a la fois une G-variété et une variété-H, les actions de
G et H commutant. Si X est une variété-G et si Y est une G-variété, nous noterons
X x¢ Y la variété quotient de X x Y par G, le groupe G agissant a gauche sur X xY
par

GxXxY)— XxY
(g. (x0) +— (™", 20).

Une G-variété, ou une variété-G, est dite régulicre si le groupe G agit librement.

3.2. Fonctewrs. — Soit X une G-variété-H. Les complexes RI'(X) et RI'(X) sont
des complexes de (AG, AH)-bimodules. Ils induisent donc deux foncteurs

Z5(X): D (AH) — D (AG)
C +— RIL(X) ®%, C

SEX): D (AH) — D (AG)

et C  +— RI(X)®Y, C.

On considérera aussi le foncteur

FX:D(AH) — Dy (X/H)
M [ — JT*AX ®%\H MX/H-

ou 7w : X — X/H est le morphisme quotient.
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Remarque 3.1. — Supposons que X est une variété-H réguliere. Alors, le fonc-
teur % )é envoie un AH-module sur un A-systeme local sur la variété X/H. En outre,
les foncteurs %ﬁ(X), SEX) et F }é se restreignent en des foncteurs entre catégories
dérivées bornées.

Lemme 3.2. — On a des isomorphismes canoniques de foncteurs de D*(AH) vers D™ (AG),
R(mx/m) o Ty ~ Z5(X)
R(7x/n)s 0 T 1 =~ L5(X).

St les stabilisateurs de points de X sous Uaction de H sont d’ordre wnversible dans A, alors,
pour M un AH-module, on a un isomorphisme canonique

ngﬁM ~ . Ax ®xn Mx/n-

Démonstration. — Puisque R(mwx/p) o m, =~ R(mwx/n) o Rm >~ R(mx),, (noter
que m, = m est un foncteur exact car 7 est un morphisme fini), la commutativité¢ du
premier diagramme est équivalente a la propriété suivante :

R ()i (. Ax ®p Txym — ) = Rrxm)im. Ax) @y —

Cela résulte du lemme 12.1.

La commutativité¢ du deuxieme diagramme se démontre de la méme maniére
mais en utilisant cette fois le lemme 12.2 au lieu du lemme 12.1.

Pour la derniére partie du lemme, on utilise que les fibres de w,Ax sont des
AH-modules projectifs. O

3.3. Composition. — Soit maintenant Y une H-variété-K. La variété X xy Y est
une G-variété-K et la formule de Kiinneth montre que

RI'(X) ® RI',(Y) ~ RI",(X x Y).

Supposons jusqu’a la fin du §3.3 que les stabilisateurs des points de X x Y sous
Iaction diagonale de H sont d’ordre inversible dans A. Alors, R[ (X x Y) ®%; A ~
RI(X xi Y) (cf lemme 3.2). On en déduit, aprés application du foncteur — ®%; A
a la formule de Kiinneth, que

(3.3 RI,(X) ®%; RT.(Y) ~ RI[,(X x5 Y).
dans D’(AG ® AK). En particulier, on obtient

(3.4) R5(X) 0o BY) =~ ZZ(X x1 Y).
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4. Préliminaires sur les groupes réductifs finis

4.1. Groupes réductifs. — Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de cet article, nous fixons
un groupe réductif connexe G muni d’une isogénie F : G — G dont une puissance F°
est 'endomorphisme de Frobenius sur G associé a une structure rationnelle sur F,. I
est a noter que les entiers ¢ et § ne sont pas uniquement déterminés par la donnée de
G ct F. Cependant, le réel positif ¢'/° Test. Soit B un sous-groupe de Borel F-stable
de G et soit T un tore maximal F-stable de B. Le radical unipotent de B sera noté U.
On note (G*, T*, F*) un triplet dual de (G, T, F) [DelLu, définition 5.21].

Le sujet général de cet article est I'étude des représentations modulaires du
groupe fini G*. Pour s’y préparer, nous fixons dans ce §4 quelques notations (racines,
groupe de Weyl...), avant d’établir quelques résultats combinatoires sur les tores I-
stables de G (cf §4.4). Nous introduisons tout d’abord deux groupes réductifs connexes,
du méme type que G, qui joueront le role d’auxiliaires techniques. Ils seront utiles
dans certaines constructions (séries rationnelles, recollement de variétés de Deligne-
Lusztig...) et leur usage facilitera certaines démonstrations.

Remarque 4.1. — Si H est un sous-groupe fermé connexe distingué de G (mais
non nécessairement F-stable), et si on pose K = {g € G | g 'F(g) € H}, alors il est
immédiat que K est un sous-groupe fermé de G contenant G*. De plus,

K=G" K.

En effet, 'application de Lang G — G, g+> g 'F(g) est un morphisme fini surjectif,
donc I'image de K° par cette application est une sous-variété irréductible fermée de
dimension dimK° = dimK = dimH de H. Or, H est ici supposé connexe, donc
I'image de K° est H. Le résultat découle alors du fait que les fibres de I’application
de Lang sont des G*-orbites (pour Paction de G' par multiplication a gauche).

4.1.1. On sait [DeLu, preuve du corollaire 5.18] qu’il existe un groupe réductif
connexe G muni d’une isogénie F : G — G telle que F° soit 'endomorphisme de
Frobenius sur G associé 4 une F -structure et vérifiant les conditions suivantes :

(1) G est un sous-groupe fermé F-stable de G, contenant le groupe dérivé de G ;
(2) le centre Z(G) de G est connexe.

On a alors G = G-Z(G). Nous noterons T (respectivement B) Punique tore maximal
(respectivement sous-groupe de Borel) de G contenant T (respectivement B). D’autre
part, nous noterons (G*, T*, F*) un triplet dual de (G, T, F). L’inclusion G — G in-
duit un morphisme surjectif de groupes algébriques 7* : G* — G* commutant avec F,
dont le noyau est un tore central de G* et tel que i*(T*) = T*. Ce morphisme * est
bien défini a conjugaison prés par un élément de T*,
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4.1.2. De maniere duale, 1l existe un groupe réductif connexe G muni d’une
isogénie I : G — G telle que F? soit I'endomorphisme de Frobenius sur G associé
a une F -structure et un tore central F-stable G de G vérifiant les deux propriétés
sulvantes :

(1) G=G/C;

(2) Toute coracine o : F* — G relative & un tore maximal de G est imjective.

Notons que si le groupe dérivé de G est simplement connexe, alors toute co-
racine est injective.

Nous noterons p : G — G la projection canonique. Nous noterons T (respec-
tivement B) le tore maximal (respectivement le sous-groupe de Borel) de G égal a
p~'(T) (respectivement p~'(B)).

Plus généralement, nous noterons ? (respectivement ?) objet associé¢ a G (re-
spectivement G) défini de la méme fagon que l'objet ? associé a G.

4.2. Racines, groupe de Weyl, groupe de tresses. — Soit W le groupe de Weyl de G rela-
tif a T, soit n = 7 le morphisme canonique Ng(T) — W, soit ® le systeme de racines
de G relatif a T et soit " le systeme de coracines. Soit ®* (respectivement A) le
systtme de racines positives (respectivement la base) de @ associé (respectivement as-
sociée) 2 B. Si o € @, nous noterons «” sa coracine, T,vle sous-tore de T image de
a, U, le sous-groupe unipotent a un paramétre normalisé par T associé a «, s, la
réflexion de W par rapport a @ et G, le sous-groupe de G engendré par U, et U_,.
Nous noterons ¢ : ® — @ la bijection définie par "U, = Uy, pour tout « € .
Nous noterons Y(T) le réseau des sous-groupes a un parametre de T.

Soit S 'ensemble des réflexions simples de W et soit S = SU{1}. Si w € W, nous
noterons /(w) la longueur de w relativement a S (c’est aussi le cardinal de ’ensemble
{d € @7 | w(a) € —®™}). On notera encore [ la fonction sur Ng(T) donnée par /()
pour n € Ng(T). L’ordre de Bruhat sur W associé¢ a S sera noté¢ <. Si v et w sont
deux éléments de W, nous écrirons v < w pour dire que v < w et v # w.

Nous noterons B le groupe de tresses associé a (W, S), de générateurs {sy}yen-
Soit / : B — W le morphisme canonique (il vérifie f(s,) = s, pour tout € A).
Il existe alors une et une seule application (qui n’est pas un morphisme de groupes)
o : W — B vérifiant

— o(vw)=0(v)o(w) si v et w sont deux éléments de W tels que [(vw) =1(v) +1(w) ;
— 0(sy) = s, pour tout a € A.

Cette application vérifie / o o = Idy.

B Please check
“Td\/ le”
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Nous fixons un morphisme de groupes @ : B — Ng(T) vérifiant les propriétés
suivantes :

(1) Le diagramme

>

A

est commutatif. (Dans ce diagramme, la fleche verticale est la surjection canomique.)
(2) Pour tout @ € A, P(sy) appartient au sous-groupe de G engendré par O, et U_,.

L’existence d’un tel morphisme de groupes est assurée par [T1, §4.6]. Grace a la
propriété (1), il existe un prolongement de ¢ en un morphisme de groupes ¢ : BT —
Nf;('i‘) qui est 'identité sur T. Ici, BT désigne le produit semi-direct B X T, l'action
de B sur T s’effectuant via le morphisme f : B — W et l’action naturelle de W sur T.
Nous noterons ¢ : BT — Ng(T) le morphisme induit par .

Siw € W, posons w = ¢(o(w)). Alors, @ est un représentant de w dans Ng(T).
De plus, st v et w sont deux éléments de W tels que l(vw) = I(v) 4+ [(w), alors ¥ = i,
ou x = vw. Remarquons aussi que 1 = 1.Sin e Ng(T) et si w désigne sa classe

dans W, alors il existe un unique élément ¢ € T tel que n = wt. On pose alors 6 (n) =
o(w)t € BT.

4.3. Sutes d’éléments de W. — Pour w = (wy, ..., w,) € Z(W) (cf §2.1), nous
posons w = (wy, ...,w,) € L(Ng(T)). Pour n = (n, ..., n) € X(Ng(T)), on pose
I_l:(i_’ll, ,7_'17)

Dans la suite, nous noterons o : (W) — B et /: X(W) — (N, +) les uniques
morphismes de monoides prolongeant o et [ respectivement. En d’autres termes,
ow) =o(w)...o(w,) et [(w) = l(w;)+---+(w,). Le nombre entier /(w) est appelé
la longueur de w. De méme, nous noterons ¢ : X(Ng(T)) — BT l'unique morphisme
de monoides prolongeant ¢.

Siw = (wy, ...,w,) et v= (0, ...,07) sont deux éléments de X(W), nous
dirons que v <w si 7 =7" et v, < w; pour tout 1 <7 <r.

Nous noterons encore w (respectivement m) 'automorphisme de T induit par la
conjugaison par ¢go(w) (respectivement @6 (n)). Nous avons ainsi prolongé les actions
de W et de Ng(T) sur T aux monoides libres correspondants.
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4.4. Tores et caractéres. — Pour étudier les représentations du groupe GY, nous
aurons besoin de quelques résultats de nature combinatoire sur les groupes T*". Leur
énoncé et leur preuve font 'objet des prochains paragraphes.

4.4.1. Comjugaison géométrique, séries rationnelles. — Nous fixons maintenant un entier
naturel non nul ¢ multiple de § tel que tout tore maximal F-stable de G soit déployé
sur le corps Fus. En d’autres termes, on a (wF V(1) = Fi(t) = A pour tout w € W
et pour tout £ € T. Il est a noter que Nys/r Induit une surjection TV — T*F De
plus, si ¢ € T est tel que Ny 5 (?) € T alors ¢ € T Pour finir, remarquons que F?
agit trivialement sur W et que, pour tout w € W, on a wF(w)...F ! (w) = 1.

Soit ¢ = 1(1/(¢"* = 1)), ot 1 : (Q/Z), —5 F* est I'isomorphisme choisi dans
le §2.2 (¢ est un générateur du groupe cyclique qud/a). S1 w est une suite d’¢léments
de W, soit

Ny :Y(T) — ™
A > NFd/wF()\)(C)-

Alors, N, est un morphisme surjectif de groupes et la suite

(4.2) 00—y =Ly 0

est exacte [DiMi, proposition 13.7 (i1)].

Nous noterons V(T, W, I) (ou V,(T, W, I')) 'ensemble des couples (w, 8) ou
w est une suite finie d’éléments de W et 8 : T*' — A* est un caractére linéaire
d’ordre inversible dans A.

Lidentification de W au groupe de Weyl de G relatif a T (cest-a-dire W —
Ng(T)/T), permet de définir application

Res: V(T,W.F) — V(T,W.F)
(w,0) +—> (w, Resgz é)

Nous dirons alors que Res(w, 0) est la restriction de (w, 0) a G, ou que (w, 0) est une
extension de Res(w, é) aG.

Deux éléments (w, 0) et (w,0") de V(T, W, F) sont géométriquement conjugués si
les caracteres linéaires 6 o Ny et 00 Npijwp de T sont conjugués sous W. D’autre
part, les couples (w, 0) et (w', 8") appartiennent a la méme sére rationnelle (ce que nous
noterons par (w, 0) =y (W', 8')) s’ll existe des extensions de (w, 6) et (W', 6") a G qui
sont géométriquement conjuguées.

Remarque 4.3. — Si deux éléments de V(T W, F) sont dans la méme série ra-
tionnelle, alors ils sont géométriquement conjugués. La réciproque n’est pas vraie en
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général, comme le montre 'exemple du groupe SLy(F) pour F de caractéristique dif-
férente de 2.

La réciproque est néanmoins correcte pour G : deux éléments de V(T, W, F)
sont géométriquement conjugués si et seulement si ils appartiennent a la méme série
rationnelle. En particulier, la relation d’équivalence =y sur V(T, W, F) ne dépend
pas du choix du groupe réductif G a centre connexe choisi (voir le théoréme 4.8 pour
une approche ne faisant pas intervenir G).

4.4.2. Sous-groupes de T*'. — Nous fixons ici, et ce jusqu’a la fin du paragraphe
4.4, quatre suites finies d’éléments de S,
v=_(s, ...,8) < x=(, ..., 1)
S Y:(ll’ ...,t,) S W:(.S], ...,Sy)-

Soit I <7 < r. St 5; # 1, nous notons ¢,,; I'unique racine simple telle que
S5; = Sa, ;- Lorsque s; = 1, nous posons o, ; = 0.
Soit Iy = {1 <2 <7 | s # 5;}. On pose

o Jows sti€ ey
w,v,. — .
0 sinon.

On a (5; = s)Y(T) CZa,,; pour tout 7. Par ailleurs, nous posons

ﬂx',v,i =S5... Si_l(a‘\;)v’i) et lgs/v,i =S51... si—l(a:v,i)‘

Nous allons étudier ici quelques propriétés du sous-réseau Y, de Y(T) engen-
dré par les (B, )i

Proposition 4.4. — Avec les hypotheses et notations ci-dessus, alors
(1) ona(w—y)Y(T)CVYuy ;

(2) le groupe Y est engendré par la famille (1, . ..t 1(ay ;)i ;
(3) on a (WF — DY(T) + Yy, = VF — DY(T) + Yoy ;

(4) les morphismes Ny, et Ny induisent un 1somorphisme

T /N (Yowy) 2= T /Ny (Yo ).

Démonstration. — Démontrons tout d’abord (1). Puisque Yy, C Yy, il suffit de
démontrer que (w—y)Y(T) CY,, ce que nous faisons par récurrence sur m = |y, 4.
Sim = 0, alors w = y et le résultat en découle. Supposons maintenant que
m=1.0n aalors I,y = {1}. On pose a = (51, ..., s5-1), s = (5;) et b = (si11, ..., 5).

Alors,
(w—=y)Y(T) = (asb — ab)Y(T)
=a((s— 1)Y(T)) C a(Zavvv’i) = Z,Bv\:m. =Y,

Y
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Supposons maintenant que m > 2 et que le résultat est vrai pour tout couple
(W', y) tel que yy <w et my y <m. On écrit

Iw.,y = {il’ alm}
ou 7 < < 7,. On note y' 'unique suite telle "< w et
< <y, y q quey <we
Iw,y/ = {1, ..., 0}

(w—y)Y(T)C(w—y)Y(T) + (¥ —y)Y(T).

Or, par hypothése de récurrence, (w—y)Y(T) C Y,y et (y—y)Y(T) CYy ,. Le choix
que nous avons fait pour y’ implique que B, = B ., donc Yy y+Yy , =Y, . Cela
termine la démonstration de (1).

Démontrons maintenant (2). Il suffit de démontrer que, pour tout : € I, il

existe une famille (u;);er d’entiers tels que

w,vs J<U
et = Bui+ Y Wby,
J€lwy
J<i

c’est-a-dire tels que

(Sl el S — Ifl . tl-_l)(a::,)l-) = — Z M;’ﬂx’,]‘

J€lw,v
J<i

Cela résulte de (1) appliqué dansle casouw = (51, ...,s5)) ety =v=_(4, ..., li_).

Pour finir la démonstration de la proposition 4.4, il suffit de remarquer que (3)
découle immédiatement de (1) tandis que (4) résulte de (3) et de la suite exacte 4.2. O

Corollaire 4.5. — On a Yyy = Ywy + Yy..

Démonstration. — On a I, = I,y [[I;. Tout d’abord, Yy, = Zidvatl e
timi (o, ;) car B =t -4 (e, ) pour ¢ € I ;. La proposition 4.4 (2) appliduée au
cas v = y montre que Y., = Zielw,y Zt -ty (a), ;). Enfin, Yy, Zielw,v Zt - --
ti1 (o, ;) d’apres la proposition 4.4 (2). O

Corollaire 4.6. — Soit @ un caractére linéaire de T qui est trivial sur Ny(Yy.y). No-
tons 6y le caractere linéaire de TY* trivial sur Ny(Yy,,) défint via Uisomorphisme de la proposition
4.4 (4) (cest-a-dire tel que Oy 0 Ny = 60 o Ny). Alors, les parres (w, 0) et (y, 0y) sont dans la

méme série rationnelle.
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Démonstration. — Pour démontrer le corollaire 4.6, on peut se ramener au cas
ou G = G : cest alors immédiat. O

Fixons maintenant un caractére linéaire 6 : T — A* et notons .#(w, 6) I'en-
semble des w < w tels que 0 est trivial sur Ny, (Yy.w). Lensemble .#(w, ) admet

un plus petit élément, noté wy = (514, ..., 5.9), qui est défini par
oo J 1 sTOMNG(BL)) = 1
w0 s; sinon.

On a donc

Iw,0)={xecZ®O) | wy <x<wl.

D’apres la proposition 4.4 (4), si y € #(w, 0), alors 6 définit un caractere linéaire 6,
de T trivial sur Ny (Yw,w,). Notons que 6, = 6.

Corollaire 4.7. — Supposons que y € I (w, 0). Alors
tﬂ(}” Qy) = {w/ € ﬂ(wv 9) | Wy f W/ S y}‘
En d’autres termes, yo, = We.

Démonstration. — Pour tout x <y, on a
0o Nuw(Ywx) =00 Nw(Yuy + Yy
d’apres le corollaire 4.5. Or, #oN,,(Ywy) = 1 cary € .#(w, 6). Enfin, 6oN,, = 6,0N;,

ce qui montre que
0 0o Nw(Ywx) = 0y 0 Ny(Yy ),
donc que x € F(w, 0) si et seulement si x € S (y, 6,). |

On dit que (w, 0), (W, 6") € V(T, W, F) sont élémentairement équivalents si
I’'une des deux conditions suivantes est réalisée :

1.1l existe » € W tel que f(o(wW)) = of (c(w))F(v)~! et 8 = 6’ o v (W-conjugaison)

2.we XS),w =wy et 0 =06,

On définit la relation d’équivalence ~y sur V(T, W, F) comme la cloture transitive
(et symétrique) de la relation d’équivalence élémentaire.

Le théoréme suivant fournit une nouvelle caractérisation de la conjugaison ra-
tionnelle de caractéres de tores, qui ne fait pas intervenir de groupe G.

Théoréeme 4.8. — Deux couples (w, 0) et (W, 0") sont ~-équivalents si et seulement si
ils sont dans la méme série rationnelle.
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Démonstration. — Grace au corollaire 4.6, 1l est clair que la relation ~yy est plus
fine que la relation =yy. Par conséquent, le théoréeme 4.8 est conséquence du lemme
suivant. O

Lemme 4.9. — Soient w, w' € W et (w), 0) et ('), 0") deux éléments de V(T, W, F)
vérifiant les propriétés swvantes :

(D) ((w), ) et (W), 0") sont dans la méme série rationnelle ;

(2) (W), 0) et ('), 0") sont mummaux (pour les longuewrs de (w) et (w')) dans leurs
classes respectives pour la relation ~y.

Alors, (w), 0) et (W), 0") sont conjugués sous W.

Démonstration. — Tout comme dans le corollaire 4.6, on peut se ramener au cas
ou le centre de G est connexe. Posons

DY, ={a" €D [foN, (@) =1} et /L=, N{a"|acd)

Le sous-ensemble @, de @ est clos et symétrique. C’est un donc un sous-systeme de
@Y dont @} est un systéme de coracines positives. On note W, le groupe engendré
par les s, avec o’ € @) ,. Clest aussi le stabilisateur de 6 o N,, (cela résulte de la
connexité¢ du centre de G et de [DeLu, théoreme 5.13]).

Il est clair que w¢ stabilise @ ). Nous allons montrer que I’hypothése (2) im-
plique que w¢ stabilise ®.;. Pour cela, choisissons une décomposition réduite

(s1, ..., 5) de w ou les 5; sont dans S et notons «; la racine simple associée a s5;. Alors

les s ...5-1(ct)”) sont les coracines positives rendues négatives par 'action de w!. Par
.. ., . v 5

minimalité¢ de ((w),#0), on a (s1, ...,5)9 = (51, ..., s). Donc s;...5_(t)) n’appar-

tient pas a @ ,. Cela montre que ¢~'w™' (P, ;) C ®*. Finalement, on a bien que we
stabilise @, 5.

D’autre part, (1) montre qu’il existe x € W tel que # o N, = 6" o N, o x. Par
conséquent x(® ,) = @, ,, donc il existe un élément @ € Wy tel que ax(CDxQ' =
@vafg,. Or, @7 est we-stable, et @va_}, est w'¢-stable. Donc axwF(ax) ¢~ w' ™! =
axwF (ax)~'w'™" stabilise )",

Or, 0’ o N, 0 axwF(ax) 'w' ™! =60 o N, o wF(ax)~'w'~". Soit A € Y(T). Alors

00 Nyt (M0 A(0) = 0 0 Ny (F(“07 T TA(0)))
=0 0 Ny (A0
=0 o N (")
= 0" o Ny (A(2)).
Ici, F~! est vu comme un automorphisme du groupe T. Ceci montre que

axwF (ax)"'w'™" est dans W, 5. Puisqu’il stabilise @vafg,, il est trivial. Par conséquent,
on a @ = axwF(ax)~". En outre, ' = 0 o ax car la norme est surjective. |
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Remarque 4.10. — La preuve montre aussi quun couple minimal correspond
a un couple maximalement déployé au sens de Deligne et Lusztig [DeLu, définition
5.25]. Lorsque le centre de G est connexe, il est démontré dans [Delu, proposition
5.26] que deux couples ((w), 0) et ((w'), 0") appartenant & une méme série rationnelle
et maximalement déployés sont conjugués sous W, cas particulier du lemme 4.9.

4.4.3. Une application. — IL’objet de ce paragraphe est la définition et ’étude
d’un groupe diagonalisable qui interviendra dans la construction de recollements de
variétés de Deligne-Lusztig au §6.

Fixons tout d’abord quelques notations. Définissons

r —1 5 \4
Sw,V: {(als D) a,) ET | a; lai+1 EIm aw,v,i

A

1 5F
o € Ima)

pour ] <:<r—1letaqg w’v),}

et
py : T —> T
ar— (a,"a, ..., "a).
Proposition 4.11. — Avec les notations ci-dessus, on a :

(1) pny(T) CSyy s
(2) Swv = uy(T) - 8¢, ..
(3) ny(Ny(Ywy)) CSy,, et le diagramme suivant est commutatf

T /Ny (Yo
N/Y k
Sw.v/Sey

k /

T /Nu(Yw)

Y(T)

(4) St les coracines de G sont injectives, alors My(TyF) NS;, . = ny(Ny(Yw))-

Démonstration. — Posons G’ = G, T' = T" et W = W'. Dans cette preuve, les
suites v, y et w seront vues comme des éléments de W'. Posons d’autre part

T, ,=Ime), X ... xIma,

W,V w,v,r"°
On a alors

(%) Y1yl eT,

w,v
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pour tout ¢ € T'. Pour finir, notons
F: G’ — G’
(gl’ ... 9g7) — (g?» e ’gn F(gl))‘
Alors F® est un endomorphisme de Frobenius sur G' qui munit ce dernier d’une stru-

cture rationnelle sur F,. Avec ces notations, le groupe diagonalisable S,,, peut étre
défini ainst :

1 wF
Swv=1{teT |t "teT, }
D’apres (x), cette caractérisation est équivalente a la suivante :
—1 yI
Swv=1{teT |1 Y1eT,})

Compte tenu de cette derniere définition, on a ™ ¢ SwvetSy, = ™ . S;, . (voir
remarque 4.1). Or, un calcul facile montre que T¥ = py (T?), ce qui termine la
preuve de (1) et (2).

Démontrons maintenant (3). On a, pour tout ' € W, (w'F)” =F" et F" est
un endomorphisme de Frobenius déployé sur T'. On définit alors

N, :Y(T) — TV
A [ NF/ni/w/F/ ()\.(C)).
Remarquons tout d’abord que NF/mJ/yF/(T/w’v) est contenu dans S, car yI" o
Npoa jypr = F* " est déployé donc stabilise T,, .. Puisque Ny jyp (T, ) est connexe, il est
en fait contenu dans S;, . D’autre part, le noyau de Npw yp étant fini (il est contenu

dans T""), on a
dim Tiv,v = dim NF/'d/yF’ (T;v,v) = dim Sw,w

Par conséquent,

(a) Stv = Newajg (T, ).
Ce résultat étant vrai pour tout y compris entre v et w, on a aussi
(a’) S:v,v = NF’”//WF’ (T/wv)

Pour simplifier les notations, posons Y, , = Y(T, ). C’est un sous-réseau fac-
teur direct de Y(T’). On a alors, d’apres (a),

(b) V(S;,) = (Q @2 Newyre(Y,,)) N Y(T).

De méme, d’apres (2°), on a

) V(S;,) = (Q @2 Newwr (Vy,)) N Y(T).
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L’égalité (b) montre en particulier que

(c) Ny (Yo) C85, .

De méme (b’) montre que

(©) Ny (Vi) C85, 0

D’autre part, si A" € Y(T'), alors il existe ' € Q @z Y(T') tel que A" = (wF' —1)(u').
Par suite,
Nt jyor () = Nt g (A)
= Nyt jrr 0 (WE — 1) (1) — Nprjypr 0 (yF' — 1) (1)
—Npujyp 0 (y —w) o F'(u')
= (" = ' = (" = D' = Ny 0 (y — w) 0 F'(1)
= —Npujyp o (y —w) o F'(u).

Or, (y—w)oF(u) € Q®zY,,,, donc

NFWI/WF/ ()\,/) - NFW//YF/ ()\,/) S <Q ®Z NFW//YF/ (Y/vvv)) ﬂ Y(T/) = Y(S:v,v)'

Cela montre que le diagramme

T/yF//N;(Y;v,v)
Y(T) Sw/Suy
T/WF//N:N(Y:N,V)

est commutatif.
Pour déduire (3), il faut encore comparer p, o Ny et N{. Soit p; la premicre
projection T — T. On a

ﬁ] o N;(O, ceey 0, )\., 0, ey 0) = NFf//yF(tl s l‘l,l(k)(f))
= Ny(t; -+ - i1 (1)),

ou le terme A a été placé en i-¢éme position. Puisque p; o iy est I'identité, on a

plouyo y(ll---li—l()h)):ﬁloN;(Os ...,0,)\.,0, ,0)
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Or, N,(0, ..., 0,4,0, ...,0) € T*" = uy(T"), donc
(d) py o Ny(t ... i (1)) = N;(O, o, 0,4,0, ...,0).
L'inclusion pty(Ny(Yw)) CSg, , découle de (c), (d) et de la proposition 4.4, (2).
La commutativit¢ du diagramme dans (3) résulte de la commutativité du diagramme
précédent et de (d).
Passons enfin a (4). Compte tenu de (a), (d) et de la proposition 4.4, (2), il suffit
de montrer que
Nprsgr (T, ) N T = NU(Y,, ).
Or, sit € T', Npwyyp (1) € T si et seulement si £ € T, Par conséquent,
/ yF F
Npni g (T, ) VT = Nput g (T, )
Il suffit donc de prouver que
/F/)‘(/ /
T,, =) | +eY,,}
Mais

rd d d
Tif:v = (Ima), )" x - x (Imay )"

Puisque les coracines de G sont injectives et que 'endomorphisme F¢ de T est un
endomorphisme de Frobenius déployé¢ sur Fu s, on a

(Imay,, )" = ay, (F,)

w,v,1 w,V,1

pour 1 < < 7. Cela montre que

F/r(/
T;v,v = avvv,v,l(F;d/a) X e X oa, (F;,/a).

wW,V,T
La preuve du (4) est maintenant complete. |

Remarque 4.12. — La proposition précédente donne une autre construction de
I'isomorphisme de la proposition 4.4 (4), montrant au passage qu’elle est indépendante
des choix des isomorphismes de §2.2.



20 CEDRIC BONNAFE, RAPHAEL ROUQUIER

5. Variétés de Deligne-Lusztig généralisées

5.1. Comparaison de modéles. — Nous commencons cette partie par un résultat
géométrique concernant une classe de variétés qui contient les variétés de Deligne-
Lusztig. Les hypotheses ont été choisies pour les applications des parties a venir.

Fixons un élément n de G, un sous-groupe parabolique P de G de radical unipo-
tent V et soit L un complément de Levi nF-stable ((zF)° est alors un endomorphisme
de Frobenius relatif a une F -structure sur L).

Fixons aussi un sous-groupe fermé connexe nl-stable H de L, un sous-groupe
distingué H' de H (non nécessairement nF-stable) et posons

K={heH | "heH).

Puisque H' est distingué dans H, K est un sous-groupe fermé de H. D’autre part,
H" CK.

Posons maintenant

Y={¢sVeG/V|g'F(g eH (Vn'V)

et X={¢H-VeG/H-V) | s 'F(g) e H- (Vi "V)}.

Alors, le groupe G' agit par translation a gauche sur Y et X, le groupe K agit libre-
ment par translation a droite sur Y et le morphisme

7: Y — X
Vi—H-V

est G'-équivariant. De plus, ses fibres sont des K-orbites.
Proposition 5.1. — Le morphisme 70 induit un isomorphisme Y /K — X.

Démonstration. — Tout d’abord,
YK={sK-VeG/(K-V) | g 'F(g) e H - (Vr "V)}.
Notons
7: YK — X
K -Vi— H-V.

Il s’agit de montrer que 7’ est un isomorphisme de variétés. Nous allons pour cela
construire un inverse explicite.
Lapplication

HxViV—H. (Vi V)
(h, x) —> hx
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est un isomorphisme de variétés. Nous noterons A : H- (Vr V) — H le composé de
I'inverse de cet isomorphisme avec la premiere projection.

D’autre part, Papplication de Lang H — H, g > g ™¢~! est un morphisme
étale, donc elle induit un isomorphisme y, : H/H™ — H. Nous noterons y le mor-
phisme composé

H "-H/H' ~G/K.V),

ou la deuxieme fleche est 'application canonique.
Pour finir, posons

X ={geG|g'F(g) eH- (Vi 'V)},

et notons

X — Y/K
g — gyl (g 'F(9)K - V.

Montrons que i est bien défini. Prenons g € X' et posons 2 = A(g 'F(g)). On a
(gvo ' ()™M (gyy ') € vy ' W™'WY Yy (HVA'V = Va'V

ce qui montre que i est bien défini — c’est de plus un morphisme de variétés. Pour
geX heHetveV,ona

Vo ()™ F(ghv))) = h™'yg ' (Mg F(2))).

On en déduit que p(ghv) = pu(g). Par passage au quotient, p induit un morphisme
de variétés p' : X'/H-V = X — Y/K. C’est isomorphisme inverse de 7’. Cela

compléte la preuve de la proposition. O

5.2. Dénition. — Pour w € W (respectivement n € Ng(T)) et pour g et £ deux
¢éléments de G, nous écrirons gB “ /B (respectivement gU " /AU) pour dire que
2 'h € BuB (respectivement g~ '4 € UnU). Pour w = (wy, ..., w,) € (W) et pour
n = (n, ...,n) € LX(Ng(T)), nous posons

X(w) :{(ng, ...,5B) € (G/B)" |
w) wo wy—1 wy

gB B e ¢B ' F(g)B}

et

Y@) ={(aU, ....gV) € (G/U)" |

ny no ny—1 ny

alU = U = ... ¢U ~ F(g)U}.
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Supposons w = n. Alors, le groupe T*! agit a droite sur Y(n) de la maniére suivante :
si (21U, ...,2U0) € Y(n) et si t € T*, alors

(aU, ...,gU). 1= (U, g" (U, ... g™ "W).

Notons que cette action est libre. D’autre part, G agit diagonalement sur Y(n) par
multiplication a gauche et cette action commute avec celle de T*F. Cela fait de Y(n)
une GY-variété-T*Y,

Nous noterons Y¢(n) ou Y®¥(n) (respectivement X¢(w) ou X%¥(w)) la va-
riété 'Y(m) (respectivement X(w)) lorsque nous aurons besoin de préciser le groupe
ambiant, voire 'isogénie considérée.

Remarque 5.2. — Posons G =G, B =B, U =U0,T =T W =W et
ot F . G — G’

(gls . e ’gr) — (gQ’ e sgrs F(gl))'

Alors, I est une isogénie sur G/, F"° définit une F -structure sur le groupe G’ et n
s'identifie 4 un élément du groupe Ng (T’). On vérifie que les applications

TnF _N) T/nF/
L (40, L, DT
GF _~> G/F’
g (g, ..., 9
sont des isomorphismes de groupes et que I'application

Yo' @m) —  YS(n)
(glUs .. ’grU) > (gl’ e sgr)U/

est un isomorphisme de G'-variétés-T™", ou Y% ¥(n) est vue comme une G'-variété-
T=F via les isomorphismes précédents.

Une interprétation analogue s’en déduit pour les variétés X&I'(w). Cela montre
que les variétés de Deligne-Lusztig généralisées ne sont en fait que des variétés de
Deligne-Lusztig ordinaires pour un groupe différent.

Le morphisme canonique

Ty Y(n) o X(w)
(gU, ..., U)— (gB, ..., gB)

induit un isomorphisme de G'-variétés

(5.3) Y(n)/ T 5 X(w).
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Pour voir cela, i faut se ramener au cas ou r = 1 en utilisant la remarque 5.2, puis

appliquer la proposition 5.1 dans le casou P=B, L=H=T, n=n et H = {1}

Puisque Y(n) est une G-variété-T*', elle induit deux foncteurs entre catégories
dérivées qui seront notés

Ry : D'(AT™) — D’(AGY)
C  +— RI(Y(n)) &, C

ATWF

7 DNAT™) —  DYAGY)
et C  +— RI[(Y(n) ®"

ATWF

C.

¥

Ce sont les foncteurs %gip (Y(n)) et wap (Y(n)) de §3.2.
Le foncteur %, induit une application linéaire entre les groupes de Grothen-

dieck des catégories D*(AT*) et D’(AGY). Cette application sera notée
R, : K(AT*Y) — K(AGH).

Les variétés X(w) et Y(n) ne dépendent, a isomorphisme pres, que des images
de w et n dans B [DiMiRo] :

Proposition 5.4, — Sowent v et w deux suites d’éléments de W telles que o(v) = o(w).
Alors, les G¥-variétés X(w) et X(v) sont isomorphes. En particulier, une décomposition réduite de
o(w) dans B fournit une suite v € X(S) telle que X(w) est isomorphe a X(v).

De méme, soient m et v deux suites d’éléments de Ng(T) telles que 6(m)T = o (n)T.
Alors, on a un isomorphisme de G*-variétés-T™ entre Y(m) et Y(n). Par conséquent, il existe
w € X(S) telle que Y(m) est isomorphe a Y(W).

Démonstration. — Soit 7 tel que l(n;1) = ((n;) + [(73;41). Alors, on a un isomor-
phisme de G'-vari¢tés-T*"
(5.5) Y(n) —> Y(?’ll, ey M1y NG 1, Moy o e ey 72,),

(aU, ....eU) = (gU, ..., 51U, g, U, ..., gU).
Cect montre que Y(n) et Y(m) sont isomorphes lorsque 6 (m) = 6 (n).

1 nFt:

Supposons maintenant n, € T. Soit t € T tel que ¢~ ™n,. Alors, on a un

isomorphisme de G*-variétés-T™"
Y(@) = Y. ....n-0),
-1 I -
@V, ...,gU) = (U, g" (U, ..., g """ (U).

On en déduit donc que Y(n) et Y(m) sont isomorphes lorsque 6(m)T = ¢(n)T.
Puisque X(w) =~ Y(n)/T*", lorsque w est I'image de m, on en déduit aussi la pre-
miere partie de la proposition. O
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Remarque 5.6. — D’apres la proposition 5.4, 'étude des variétés X(w) et Y(w)
ou w € X(W) se raméne au cas ou w € X(S).

Proposition 3.7. — La variété Y(n) est quasi-affine, lisse et purement de dimension [(m).
Les stabilisateurs des points de Y(m) dans G x T™ sont des p-groupes.

Démonstration. — La remarque 5.2 rameéne la preuve de la proposition au cas de
variétés de Deligne-Lusztig ordinaires. Alors, la quasi-affinité est due a Haastert [Ha,
théoréme 2.3] et les autres propriétés sont faciles [DeLu, §1.3]. O

Remarque 5.8. — 11 est connu que les varié¢tés Y(m) sont affines pour ¢'/° assez
grand [Delu, théoréme 9.7], mais ce résultat demeure inconnu pour ¢'/? quelconque.

Remarque 5.9. — Pour n € Ng(T), posons
Y'(n) = {gUN"U) € G/(UN"V) | g 'F(g) € nU}.

Alors, 'application canonique Y*(z) — Y(n), g(U N "U) > gU est un isomorphisme
de GY-variétés-T™. On trouve dans la littérature indifféremment ’'un ou 'autre de ces
modéles.

Remarque 5.10. — Puisque la variété X(w) est lisse, la dualité de Poincaré four-
nit un isomorphisme fonctoriel de AG*-modules

(9.11) (ZM)")" = 74 (M) [-2{(w)]

pour tout tout AT*"-module M, libre sur A.

5.3. Liens entre les groupes G, G ¢ G. — En identifiant les groupes de Weyl de
G, G et G relatifs a T, T et T respectivement, nous noterons, lorsque w est une
suite d’éléments de W, X(w) et X(w) les variétés définies grace aux groupes Gect G
respectivement. De méme, si n est une suite d’éléments de N(;('i‘) ou de N@('i'), on
définit des variétés Y(n) et Y(n) et nous noterons @n et @n les foncteurs associés aux
variétés Y(n) et Y(n) respectivement.

Dans ce paragraphe nous allons rappeler les liens entre ces variétés. Dans le cas
des variétés X(w), X(w) et X(w), la comparaison est facile. Les morphlsmes cano-
niques G — G et G — G induisent des isomorphismes G/B = G/B ct G/B > G/B,
d’ou

Proposition 5.12. — Soit w une suite d’éléments de W. Alors, les GY-variétés X(w),
X(w) et X(w) sont canoniquement isomorphes.
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Les relations entre les variétés Y(n), Y(n) et \Af(n), sont un peu plus compli-
quées. Commencons par les variétés Y(m).

Le produit fournit des isomorphismes canoniques G" xgr GF = G' et G¥ X
T = G'. On en déduit :

Proposition 5.13. — Soit m une suite d’éléments de Ng(T). Alors on a des isomorphismes
canoniques

Y(n) > G xgr Y(n) > Y(n) xpe T,

Démonstration. — Grace a la remarque 5.2, on peut supposer que n = (1;), ou
n; € Ng(T). Dans ce cas, la preuve est par exemple analogue a [Bo, lemme 2.1.2 (b)].
0

Soit n une suite d’¢léments de Ng(T). La proposition 5.13 a des conséquences
au niveau des foncteurs %, et Z,. En effet, on en déduit que

RIL,(Y(n) ~ AG' ®,¢r R[(Y(n))  dans D’(AG" @ AT
et que
RI,(Y(n)) ~ RIL(Y(n) @ pwt AT*  dans DY(AG" @ ATY).

Par suite, on a

(5.14) Ko o Induy =~ IndS, 0 %,
et
(5.15) Ko 0 Reshuy ~ ResSy 0 7.

Remarque 5.16. — Les isomorphismes (5.14) et (5.15) induisent les égalités

(5.17) R, o IndF = Ind$ oR,
et
(5.18) R, o Reshuy = ResSy o R,

Concernant les rapports entre les variétés ?(ﬁ) et Y(n), nous avons le résultat
suivant (rappelons que p : G — G désigne la projection canonique) :

Proposition 5.19. — Soit m = (ny, ..., n,) une suile finie d’éléments de N(;('i') el posons
n = (p(), ..., p(R,)). Alors, Lapplication p induit des isomorphismes de G* -variétés-T™"

Y@H)/C'5>Ym) a« C'\Y®) > Y.
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Démonstration. — Encore une fois, comme pour la proposition 5.13, on peut sup-
poser que m est une suite formée d’un seul élément. Dans ce cas, il suffit d’appliquer
la proposition 5.1, en remplagant le groupe G par G P par B, L par T, n par 7,
le groupe H par C, et le groupe H' par {1}. Dans ce cas, la variété qui était notée
Y devient la variété Y(@), tandis que X devient Y(n) et K = C'. Cela compléte la
preuve de la proposition 5.19. O

Si ResA : DY(AGY) — Db(AGF) désigne le foncteur de restriction a travers p,
alors la proposmon 5.19 montre que

(5.20) F4 0 Restu, = Res$, 0%,

Remarque 5.21. — Tous les résultats énoncés dans ce §5.3 restent vrais méme
lorsque le centre de G n’est pas connexe ou lorsque les coracines de G ne sont pas
injectives. D’autre part, si G est un groupe algébrique muni d’une isogénie I : G- G
telle que F° soit 'endomorphisme de Frobenius associé¢ a une F -structure sur G, et si
y : G — G est un morphisme de groupes algébriques commutant avec I et induisant
un isomorphisme de groupes, alors les groupes finis G' et G sont isomorphes via y
et y induit des équivalences équivariantes de sites étales entre les variétés Yé(ﬁ) et

YS%(n) (avec des notations évidentes). En particulier, on a %G ) Res,vr“r = Resv o%G
6. Recollements
6.1. Construction. — Dans ce paragraphe 6.1, et dans ce paragraphe seulement, nous sup-
poserons que G = G. Solent v et w deux suites d’éléments de S telles que v < w. Nous
noterons w = (sy, ...,s5) et v=(s, ..., s). Posons
Xwiv)= || Xy.
Vy<w

Puisque BsB [ [ B est une sous-variété fermée lisse de G pour tout s € S (c’est méme

un sous-groupe parabolique de G), X(w; v) est une sous-variété localement fermée

lisse de (G/B)’. Nous allons ici construire un revétement étale (en général non trivial)

de la variété X(w; v) en recollant des quotients des variétés Y(y) pour v <y < w.
Soit o € A. Alors, U5, U = U5, U, (U N “U). Cela montre que

U;,UT, ]_[UTO,V - G,(UN*U) = G,U.

En particulier, c’est une sous-variété lisse localement fermée de G. Pour 1 <7 <7, on
pose

(O
OZ/Wl,v -

UsU  sinon
ou I, a été défini au §4.4.2.

{ G, U siiel,,,
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On définit alors la variété

Yw;v) ={(gU, ...,gU) € (G/U) | g g1 € %2,
pour 1 <i<r—let g 'F(g) e %}

C’est une sous-variété localement fermée lisse de (G/U)’, sur laquelle le groupe G*
agit diagonalement par multiplication a gauche. De plus, nous avons un morphisme

canonique de G'-vari¢tés 7, : Y'(w;v) — X(w;v) induit par la projection
(G/U) — (G/B)".

D’autre part, pour (gU, ...,gU) € Y(w;v) et pour (4, ...,t) € T, alors
(04U, ..., 5tU0) € Y(w; V) si et seulement si (¢, ..., L) € Sy,

Lemme 6.1. — Lapplication canonique Y'(w; v) /S, — X(w; v) induile par 7, , est
un isomorphisme de G -variétés.

Démonstration. — Puisque le morphisme est bijectif et que X(w; v) est lisse, il
suffit de vérifier que c’est un isomorphisme au-dessus de 'ouvert X(w). Cela résulte
alors de la remarque 5.2 et de la proposition 5.1 appliquée au groupe G’ = G’ muni
de l'isogénie définie dans la remarque 5.2, avec P =B, L=H =T, n = w, et

H = TS}V X o+ Ts’v)v I faut noter qu’alors K =S, .. |
Définissons
(6.2) Y(w;v) =Y (w; v)/S,, s

et notons My, : Y(w, v) = X(w, v) le morphisme de G'-variétés induit par m, . Le
lemme 6.1 montre que Ty est un (Sy./S;, )-torseur.

Considérons maintenant une suite y telle que v. < y < w. Alors, I'injection
canonique Y(y) <= Y'(w; v) est un morphisme de G'-variétés-T*" : ici, Y(w; v) est
vue comme une variété-T¥" via le morphisme My TV — S, défini dans le §4.4.3.
Puisque

My(TyF) N S:v,v - My(Ny(YW,V))s
(cf proposition 4.11 (4)), cela induit un morphisme de G-variétés-(TY"/ Ny(Ywy))

Y(y)/Ny(Ywy) — Y(w; v).
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Lemme 6.3. — Lumage du morphisme Y(y) — Y(w; v) est égale a n;}v(X(y)). Ce
morphisme induit un isomorphisme de G -variétés-(T¥* / Ny(Ywy))

Y(§)/Ny(Yo) = 7L (X(y).

Démonstration. — L’application Y(y) — X(y) est surjective. Donc, d’apres le
lemme 6.1, ’application

Y§) Xy Sww — 741 (X(y))
(y, 1) — Y. T

est un isomorphisme de variétés. Le résultat découle alors de ce que

Sw,v = /’Ly(TYF) - S,

w,v?

ce qui est démontré dans la proposition 4.11 (2). O

6.2. Le cas ginéral. — Revenons maintenant au cas général : nous ne supposons
plus que G = G. Le lecteur aura remarqué que le lemme 6.3 n’est plus nécessairement
vral (nous avons utilisé la proposition 4.11 (4), qui n’est pas vraie en général). C’est
pourquoi nous allons devoir passer par le groupe G pour définir un bon revétement
de la variété X(w; v).

Notons Y'(w; v) (respectivement S,,.,) la variété (respectivement le groupe dia-
gonalisable) définie (respectivement défini) dans le groupe G comme I'a ét¢ Y (w; V)
(respectivement S, ,) dans le paragraphe précédent. Nous posons alors :

(6.4) Y(w; v) = Y(w; v)/(8S,, - CH),

le groupe C! agissant diagonalement sur (G/By par multiplication. Notons 7y, :
Y(w; v) — X(w; v) le morphisme canonique : c’est un (Sw,v/ (S;’” - C)-torseur.

Compte tenu des propositions 5.12 et 5.19 et du lemme 6.3, nous déduisons le
résultat suivant.

Théoréme 6.5. — Le morphisme de G -variétés
Twy : Y(W;v) = X(w; V)
est un T /Ny (Yew)-torseur étale. De plus, pour v < 'y < w, lapplication canonique

Y(y) — Y(w;v) wnduit un somorphisme Y(y)/Ny(Ywy) > n;’l‘, X(y)) de G'-variétés-
(T /Ny(Yw,v)) rendant commutatif le diagramme suivant
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~

Y /Ny(Yww) -1, (X(y)¢ >Y(w;v)

(6.6) T Ty
Y Y
X(y)© > X(w; v)

Remarque 6.7. — Dans le diagramme 6.6, le revétement étale Y(y)/Ny(Yw.y) —
X(y) est un TyF/Ny(Yw,v)-torseur, alors que le revétement étale my, y : n;_lv(X(y)) —
X(y) est quant a lui un T /N, (Y,,.,)-torseur. Ces descriptions sont Compatibles, via
I'isomorphisme canonique TyF/Ny(Yw,v) > T /N, (Yw.) (cf proposition 4.11).

6.3. Recollement de recollements. — Soient v < x <y < w. La variété X(y; x) est
une sous-variété localement fermée de X(w; v) et n;_lv(X(y; x)) — X(y;x) est un
T /N, (Y. )-torseur étale. '

D’autre part, 7y ,:Y(y; x) > X(y; x) est un ™Y Ny (Yy x)-torseur étale. D’apres
le corollaire 4.5, on a Yy 4 C Y. Par conséquent, TYF/NY(YWQV) est un quotient de
T*"/N,(Yy.,) et le morphisme canonique Y(y; x)/(Ny(Yu.)/Ny(Yy)) — X(y; x)
est un TY'/Ny(Yy,,)-torseur étale. Mais d’apres la proposition 4.4 (4), on a un iso-
morphisme canonique

T /Ny (Ywy) = T /Ny (Yow ).

Par conséquent, nous avons construit deux T/N,(Yy.y)-torseurs étales au-
dessus de X(y; x). Le corollaire suivant montre qu’ils sont en fait isomorphes.

Corollaire 6.8. — Le morphisme canonique X (y; x) — Y(w; v) wduit un isomorphisme
GF—équivan'ant de T /Nw (Yw.y)-torseurs étales

Y(y; %)/ (Ny (Vo) /Ny (Yy2)) = 7., (X(y; %))

au-dessus de X(y; x).

Démonstration. — Le morphisme canonique provient de I'inclusion Y'(y; x) —
Y (w;v). Il est clair que son image est égale a la variété lisse n;’l‘,(X(y; x)). Pour
démontrer le corollaire 6.8, il suffit de démontrer que le morphisme

Y(y; %)/ (Ny (Yo o) /Ny (Yy ) —> 71, (X(y; x))

ainsi défini induit un isomorphisme au-dessus d’un ouvert de X(y; x). On peut par
exemple prendre I'ouvert X(y) de X(y; x). Mais ce fait résulte de la commutativité
du diagramme du théoréme 6.5. O
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Nous résumons le corollaire 6.8 dans le diagramme commutatif suivant :

Y(y; x) > Y (y; %)/ (Ny(Yos) /Ny (Yy.0))
v
JT‘;,IV(X(y; x))(C >Y(w; v)
nw,v
v v
X(y; x)¢ >X(w; v).
6.4. Remarques. — Pour construire le revétement 7y, : Y(w; v) = X(w;v), 1l a

été nécessaire de passer par un groupe G dont les coracines sont mjectives et tel qu’il
existe un tore central F-stable G de G tel que G ~ G/C. Disons dans ce paragraphe
qu’une paire (G, C) vérifiant ces propriétés est sympathique.

Le lecteur pourra vérifier que, dans le cas ot G = PGLy(F) et ou p # 2,
alors on ne peut effectuer directement la construction dans G. En effet, on obtiendrait
ainsi un revétement connexe de Y(s; 1) (ici, s désigne I'unique réflexion simple de W),
alors que I'on attend un revétement non connexe. Il est donc nécessaire de passer par
G = GL,(F).

Soient ((A}l, C)) et (GQ, C,) deux paires sympathiques et Gy le produit fibré de
Gl et GQ au-dessus de G. On note Y;(w: v) la variété définie dans (A}i comme Y(w; v)
a été définie dans G lorsque les coracines de G sont injectives. La paire (Go, C) x G»)
est sympathique et Y.(w; v) > Yo (w: v) / C].F, ou {7,7} = {1, 2}. Cela fournit un iso-
morphisme Y, (w; v)/Cl ~ Y, (w; v)/Cg. On en déduit que la variété Y(w;v) ne
dépend pas du choix de G, a isomorphisme unique pres.

7. Calculs de monodromie

Nous allons appliquer ici les résultats du paragraphe précédent au calcul des
images directes supérieures (dans une compactification lisse adaptée) des faisceaux lo-
calement constants sur les variétés X(w) provenant du revétement étale Y(w) —
X(w). Le résultat (le théoreme 7.7), généralise [DeLu, lemme 9.13]. Nous obtiendrons
comme conséquences des résultats sur les foncteurs de Deligne-Lusztig (cf §8.2).

Dans toute cette section, nous supposons que A est un corps.
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On fixe dans cette section une suite w d’éléments de S.

Solent v, x et y des suites d’éléments de S telles que v < x <y < w. Nous
noterons ];V: : X(y; x) — X(w; v) I'injection canonique. Pour simplifier, nous rem-
placerons, lorsque y = x, 'indice ou 'exposant y; x par y. D’autre part, nous posons

X(x) = ]_[ X(x')

(=X(x; (1, ..., 1) )-
Siv=(l,...,1), nous remplacerons I'indice ou 'exposant x; v par x. Par exemple,

]; désigne 'injection canonique X(y) — X(x).
La compactification de X(x) ainsi construite possede de bonnes propriétés
[DeLu, lemme 9.11] :

Lemme 7.1. — La variété X(x) est projective lisse et le complémentaire de X(x) est un
diviseur a croisements normaux \ J, X(v) oi v décrit Uensemble des suiles telles que v < x el

I(x) = l(v) = 1.
Nous noterons
T D' (AT /Ny(Yya)) = Dy (X(y; %))
le foncteur F# ;{iyp;/’ﬁy(yy:x

tere linéaire 6 : T — A*. Siwy <x <y < w, il résulte de §4.4.2 que 6 définit un
caractére linéaire 6., du groupe T /Ny (Y, ,) (pour la définition de wy, voir §4.4.2).

) défini au §3.2. Nous fixons aussi dans cette section un carac-

Nous noterons .% 3~ le faisceau localement constant .7 Y¥(Ay,,) sur la varicté X(y; x).

Compte tenu du corollaire 6.8 et de la proposition 4.11 (3), F 5™ est la restriction de

F7 a X(y; x). En d’autres termes,

(7.2) Ty = (VT

Comme expliqué dans I'introduction de cette section, nous allons calculer ici les fais-
ceaux R'(jW),.Z,. La proposition suivante combine un résultat fondamental de
Deligne et Lusztig [DeLu, lemme 9.13] et une conséquence immédiate de la cons-
truction des variétés Y(w; v).

Proposition 71.3. — Sotent v, V' et x des suiles d’éléments de S lelles que wog <v <x el
v <w.

(1) Si v est le plus petit élément tel que v < v et wy < v, alors le faisceau F ; se
ramifie le long de chaque composante du diviseur X(x; v') — X(x; v) el le morphisme canonique
( jié:/)ygz oY S R( jié:/)*ﬁ o est un isomorphisme.

(2) St wy <V, alors le faisceau F 3 ne se ramifie pas le long du diviseur X(x; V') —
X(x;v).
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Démonstration. — On a

X(x;v) — X(x;v) = U X(x'; V)

ouv <x' <x, v£x etlx)=Ix)—1.

Sous I'’hypothese de (1), on a wy £ x'. D’aprés [Delu, lemme 9.13] (la preuve,
faite pour des Q ,~faisceaux reste valable pour des A-faisceaux), le faisceau Z 7 se ra-
mifie le long du diviseur X(x') de X(x), i.e., la restriction de (;%),. %5 a X(x/) est
nulle. On en déduit que .# ;" se ramifie le long du diviseur X(x'; v/). Par conséquent,
le morphisme canonique ( jiéz/)!ﬁ Y= ( jié:/)*gz 5" est un isomorphisme. L’annula-
tion des Ri(jzi:/)*ﬁz;v pour 7 > 0 résulte de [SGA‘L;, exemple 1.19.1 p.180] (on
utilise ici le lemme 7.1 et la propriété de .Z# ;" d’étre modérément ramifié¢), d’ou (1).

(2) découle directement de 7.2. O

Définissons maintenant quelques sous-catégories de Df\ (X(w)). Prenons wy <.

On pose
ALO) = ()T} | wo <x <),
AL©O) = (T} | wy <x<y),
ALO) = {(Ja T3 | we <x <x <y},
ALO) = {(Je ) T3~ | wo <% <x <y},
A;(Q) ={(Jrw ) Z 5" | Wo <x <y},
AL O = {(E T 3™ | we <x <y},
AL () = R(LTS | ws <x <y},
ALO) = [RUNTS | we <x <y},
ALO) = R(E)TE | wy <x <x <y},
AL (O) = R(jE)FT™ | wy <x <x <y},
A (0) = (R(j%, )T | wo <x <),

ct A% (0) = (R(j2, )T | wy <x <y).

Si (4, %) € {1,2,3,4,5,6} x {< y, < y}, nous noterons <7'(f) la sous-catégorie de
D’ (X(w)) engendrée par A’ (6).

Proposition 7.4. — Pour x € {<y, <y}, ona

A (0) = 2(0) = A (0) = 7, (0) = o, (0) =, (6).
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Démonstration. — Notons pour commencer que le morphisme canonique
w75 = RO )T 5™
est un isomorphisme (proposition 7.3 (1)), donc <7°(0) = <7°(0).
Notons que 7! (0) C Z*(0) et 7> (0) C A2 ().
Prenons wy < v <v <x <w avec l(v) = [(V)+ 1. Soit X' < x tel que v <x/,

v£x etl(x)=1Ix)—1. On a X(x;Vv) — X(x;v) = X(x; v/), d’ot on déduit une

suite exacte
(1) 0= (e Ty = GehF g™ = (e hFy™ — 0.

s/
Par conséquent, (j¥ ).#," est dans la sous-catégorie engendrée par les

(Jrer) ,ou I(x") — (V') < l(x) — (V) et wy <V’ < x" < x. Par récurrence,
on en déduit que Z2(0) C 7 (0).

On déduit aussi de la suite exacte (1) que (j¥ )% est dans la sous-catégorie

J\XU;VN
1“9

engendrée par les (j;”,,;‘/,)yﬂ;”;‘//, ou v/ < v et X’ < x. Par récurrence, on en déduit
que 2(0) C A (6).
On a donc démontré que 7! (0) = /2 (0) = <7>(0).

Le théoréme de pureté cohomologique [Mi, chapitre VI, théoréme 5.1] fournit
un triangle distingué

Ty = RGBT T = (GEnF s ¥ [=1]
d’ou
R(E-T5Y = RUEDTS = RGEDT S V=11 ~.
On prouve alors, comme précédemment, que <7, (0) = <7°(0) = </°(0). ]

Remarque 71.5. — Notons que la dualité de Verdier échange les catégories <7 (6)
et AZ(07).

Corollaire 7.6. — Le cine du morphisme canonique de complexes (jo)F, —>
R(J¥)..F ) est dans la sous-catégorie <. (0) pour tout 1 € {1, 2,3, 4,5, 6}.

Démonstration. — D’apres la proposition 7.4, ce cone appartient a la catégorie
! (0). D’autre part, son support est contenu dans le complémentaire de X(w) dans
X(w), d’ou le résultat. O
Théoreme 7.7. — Soit ¢ un entier naturel. Alors h

l(w)—1(v)
(7)) ive (w0,

0 smnon.
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Démonstration. — Factorisons 'immersion ouverte j% de la maniére suivante
J1 J2
X(w) > X(w; wy) > X(w).
D’aprés la proposition 7.4, le support du complexe R(j¥).. %7 est contenu dans
X(w; wy), ce qui montre que

(1) ROW«Z 5 = (o R(jDFY.
Mais, .Zy — j5.F 3™, par conséquent, d’apres le lemme 12.2,
@) RO« = RO DAxow) @1 3™

Le théoreme 7.7 découle alors immédiatement de (1) et (2), en appliquant les lemmes
7.1 et 12.7. O

8. Induction de Deligne-Lusztig et séries rationnelles

Nous allons appliquer les résultats de la section précédente aux foncteurs de
Lusztig. Pour cela, nous ferons ’hypothése suivante.

8.1. Orthogonalité. — Soient (w, 0) et (W, 0") deux éléments de V(T, W, F).
Le résultat suivant généralise [DeLu, théoréme 6.2] qui considere le cas A = K
et la conjugaison géométrique.

Théoréeme 8.1. — St (w, 0) et (W, 0") sont dans deux séries rationnelles différentes, alors

(Za AT 6-1)P ®Y v Baw AT "oy = 0.

Démonstration. — Par la formule des coefhicients universels, 1 suffit de démontrer
le théoréeme lorsque A est un corps, ce que nous supposerons dans la suite. Commen-
gons par démontrer la proposition lorsque le centre de G est connexe (lorsque A = K,
c’est [DeLu, théoreme 6.2]). Dans ce cas, (w, 0) et (w', ') ne sont pas géométrique-
ment conjugués (cf remarque 4.3).

D’aprés le lemme 3.2 et la proposition 5.7, on a un isomorphisme dans
DY (A(T™ x TVY))

RT,((Y(W) x Y (W))/A(G")) = RT(Y(W))* ® ¢ R[(Y(W)).

La preuve est alors similaire a celle de [DeLu, théoreme 6.2] : on se rameéne a
prouver I’assertion suivante.

Soit X une variété munie d’une action d’un groupe algébrique H contenant
T x TYF. On suppose le caractére 7' x 6" non trivial sur Q = (T*" x ™ NHC.
Alors, (-1 ®4 ¢9)RI'(X) = 0.
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Démontrons donc cette assertion. D’apres [DeLu, proposition 6.4], le groupe

T v F (6—1

connexe H* agit trivialement sur H7(X). Puisque Resg, x 0') n’est pas dans

le bloc principal de AQ, on a
R Hom?,, (AT*" ¢+ @5 AT ¢y, RT' (X)) =0,
donc

R Hom! (ndE T (AT @4 AT &) | RT.(X) ) =

A(TYE x ’F)
et a fortiori

R Hom® i, (AT o1 @4 AT"" ¢y, RI[(X)) =

A(TWE xTW

Revenons maintenant a G quelconque. Soit A (respectivement A’) 'ensemble des
caractéres linéaires de T*' (respectivement T*Y) étendant 6 (respectivement 6').
Le complexe

C = (Za(AT* 5-))” @ g1 Ziv (AT ¢)
est un facteur direct du complexe

C = (Ind§ Za(AT*4-1))” @ & (IndSy B (AT ey)).
De plus, d’apres (5.14), on a

Ind$y Zi (AT 1) ~ Zq (AT ¢51)

et IndSy Zor (AT e0) =~ T o (AT ).
Mais
ATWFeg—l = @ ATWFQZ)—I
feA
et ATy = @ A'i‘“/Feg/.
gren

Par conséquent,

C > PRl AT 05-1)) " @Yo Hoir (AT e5).
OeA
0'eN
Pulsque (w, 0) et (W, 0') ne sont pas dans la méme série rationnelle, les palres (w, 0)
et (w,0) ne sont pas géométriquement conjuguées dans G pour tous 6 € A et
6 € A'. On a alors C = 0 d’aprés la premiére partie de la preuve, ce qui implique
que C = 0. O
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Corollaire 8.2. — Si (w, 0) et (W, 0") appartiennent a deux séries rationnelles différentes
de V(T, W, F), alors

(%wA9*1)0p ®I;\GF %‘;\/Ag/ =0.
8.2. Profondewr. — Dans loute celle section §8.2, nous supposerons que N\ est un corps.

En appliquant le foncteur RI'(X(w), —) a I’énoncé du corollaire 7.6, on ob-
tient :

Théoreme 8.3. — Soit w € X(S) et 0 un caractére linéaire de T*F. Alors, le céne du mor-
phisme canonique By — SNy est dans la sous-catégorie triangulée de D*(AGY) engendrée
par les complexes By Ny, 00 x € I (w,0) el x < w.

Corollaire 8.4. — Soit w € X(S) et 0 un caractére linéaire de T*F. Alors, le cone du mor-
phisme canonique By — SNy est dans la sous-catégorie triangulée de D°(AGY) engendrée
par les complexes ByNg ou (x,0) =y (w, 0) el x < w.

Démonstration. — Le corollaire découle du théoréme 8.3 et du corollaire 4.6. O
Corollaire 8.5. — St (w, 0) et (W, 0") appartiennent a deux séries rationnelles différentes

de V(T, W, F), alors
R Hom}, g (AT ¢5, S AT Vo) = 0.

Démonstration. — La proposition 5.4 permet de se ramener au cas ou w, w €
=(S).
On a un isomorphisme
R Hom’, g (S AT ¢, S AT "¢
~ (LW AT )" % v Lo AT ey,

D’apres (5.11), on a
(T AT 6)* > (B AT ¢5-1)P[2L(W)].

Le corollaire 8.5 résulte alors du théoreme 8.1 et du fait que Fw AT ey est dans la
catégorie engendrée par les Zy AT ¢, ot (x,60)) appartient a la méme série ration-
nelle que (w', 8') (corollaire 8.4). O

On a un accouplement parfait

<,>: K(AG"Y) x K(AG!-proj) — Z
([M], [PD > dim(Homgr (P, M)).
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D’apres [Del.u, proposition 7.5], on a
GFll/

8.6) WI-[AGT] = (1)@ % V [, a0
iy L @)
=i T
En appliquant (5.11), on obtient
Gy |
P _ 1)/ ) wF
8.7) WI-[AGT] = D (=1 1y % AT,

weW

Par conséquent, si M est un AG'-module simple, il existe ((@),0) € V(T, W, F) tel
que

< [M], [Zay ATV ¢s] > # 0.

On a donc :

Lemme 8.8. — St M est un AGY-module simple, il existe (w, 0) € V(T, W, F) tel que
R Hom$, g (%% AT* ¢y, M) # 0.

Remarque 8.9. — 1l serait souhaitable de trouver une preuve plus directe de ce
lemme.
Proposition 8.10. — Si M est un AG-module simple et si w est une suite d’éléments de

W avec I[(w) mimimal telle que
R Hom’, i (%% AT*", M) # 0,
alors la cohomologie du complexe R HomS, o (FuNTY, M) est concentrée en degré —I(w).
Démonstration. — La proposition 5.4 permet de se ramener au cas ot w € %(S).
D’apres (5.11), on a
R Hompgr (% AT, M) = (Ze AT™) @' v M[2/(W)].
Cela montre que, si v < w, alors
(% AT @ v M = 0.
Donc, pour tout caractére linéaire 6 : T — A*, on a
(% o)™ @ r M = 0.

Mais, d’aprés le théoréme 8.3, le cone du morphisme canonique %y, AT — ., AT
est dans la sous-catégorie engendrée par les Z;Ag ou v <w et O est un caractére li-
néaire de T*'. Par suite, le morphisme

(Za AT @i e M —> (FH AT Qe M

est un isomorphisme. La preuve de la proposition 8.10 est alors complétée par le
lemme 12.6 et la proposition 5.7. O
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Remarque 8.11. — Comme nous I'a fait remarquer Marc Cabanes, on peut en
fait démontrer directement que RHom;\GF(YWATWF , (M*)°P) #£ 0. En effet,

R Hom’, i (%% AT™", (M*)P) =~ R Hom$, g (%% AT™)*)P, M)
car ./, AT*" est parfait. Maintenant, la dualité de Poincaré fournit
R Hom$, gi (L AT*)*)?, M) =~ R Hom®, i (Zo AT*"), M)

d’ou le résultat annoncé. Par conséquent, application du lemme 12.6 se fait dans un
cas ou M et (M*)° vérifient les hypotheses. Le résultat d’Haastert (cf remarque 12.4)
suffit alors.

La proposition suivante fournit plusieurs caractérisations d’un élément w de
longueur minimale :

Proposition 8.12. — Soit M un AG"-module simple et soit (w,0) € V(T, W, F). Les
propriétés suvantes sont équivalentes :

(a) (w,0) est de longueur minimale tel que < [M], [Zo AT eg] > # 0 ;

(b) (w, 0) est de longueur minimale tel que R HomS, or (B AT* ey, M) £ 0 ;

(c) (w,0) est de longueur minimale tel que R HomS, or (M, Ruy AT ey) 0 ;

(d) (w,0) est de longueur minimale tel que R Hom’, o (S AT e, M) £ 0 ;

(e) (w,0) est de longueur mimimale tel que R HomS, or (M, LT ) #£0 ;

(£) Un énoncé parmi (a), (b), (¢), (d) ou (e) en remplagant ey par eg—1 et M par (M*)°P.

Démonstration. — D’apres le corollaire 8.4, le cone du morphisme canonique
Ry NT* ¢y — 4 AT* ¢y est dans la sous-catégorie engendrée par les Ry AT Y
w' < w. Ceci démontre ’équivalence de (b) et (d) et de (c) et (e).

avec

Soit C un complexe borné de AGF-modules projectifs, sans facteur direct non
nul homotope a 0. Alors, R Hom*(C, M) # 0 si et seulement si R Hom*(M, C) # 0,
s1 et seulement si une enveloppe projective de M est facteur direct d’'une des compo-
santes de C. Cette remarque démontre I’équivalence entre (b) et (c) et entre (d) et (e).

L’équivalence entre (a) et (d) résulte de la proposition 8.10. I’équivalence avec
les énoncés de (f) résulte de (5.11). O

Remarque 8.13. — 1l n’est pas difficile de voir que s1 w vérifie les propriétés de
la proposition, alors (w) est dans o(W) et son image dans W est de longueur mini-
male dans sa classe de F-conjugaison (car [Z4 AT"" ¢] ne dépend que de la classe
de F-conjugaison de I'image de w dans W). Il est sans doute vrai que 'image de w
dans W est dans une F-classe de conjugaison de W ne dépendant que de M. C’est un
résultat connu lorsque A = K [DiMiRo]. La preuve, qui requiert I’étude des valeurs
propres de 'endomorphisme de Frobenius sur le cohomologie, ne semble pas s’étendre
aA=rk
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9. Engendrement de AG'-parf

9.1. Engendrement de catégories de complexes parfaits. — Soit A une algebre libre de type
fini sur un anneau local complet @, d’idéal maximal m et de corps résiduel .

Soit E un ensemble fini de complexes parfaits de A, muni d’une relation de
préordre partiel.

Lemme 9.1. — Supposons que pour tout A-module simple M, il existe C € E tel que

° L S . .. i,
R Hom/), A®p0) (C®;O0,M) #0 et que st C est minimal avec cette propriété, alors la cohomo-

loge du complexe R Hom, A8s0) (C®% O, M) est concentrée en degré 0.
Alors, A-parf est engendrée par E.

Démonstration. — Nous noterons C = C®I(g>ﬁ_ pour C un complexe de A-modules.
Soit C € E. On note .(< C) (respectivement . (< C)) 'ensemble des classes d’iso-
morphisme de A-modules simples M tels qu’il existe C’' € E tel que C' < C (respec-
tivement C’ < C) et R Hom®*(C', M) # 0.

Quitte a remplacer les éléments de E par des complexes quasi-isomorphes, on
peut supposer, et on le fera, que ce sont des complexes bornés de modules projectifs
sans facteurs directs non nuls homotopes a 0. Alors, pour C € E et pour M simple,
on a RHom®(C, M[:]) # O si et seulement si une enveloppe projective Py de M est
facteur direct de C™'. Lorsque ces conditions équivalentes sont vérifiées, on a M €
(< C). Lorsqu’en plus ¢ # 0, alors M € .7(< Q).

Soit (E) la sous-catégorie de K’(A-proj) engendrée par E.

Considérons ’assertion suivante :
(k) Pour M € (< C), alors Py est dans (E).

Notons que le lemme 9.1 découle immédiatement de (¥ ¢) pour tout C. Nous
allons montrer (%) par récurrence sur C.

Soit G un complexe minimal. Alors, R Hom*(C,M[:]) = 0 pour tout module
simple M et tout entier non nul . Par conséquent, C n’a qu’un terme non nul, C’, qui
est un A-module projectif de type fini. Pour M un A-module simple, alors
Hom(C", M) # 0 si et seulement si Py est facteur direct de C°. On en déduit im-
médiatement (¥ ¢).

Prenons maintenant C € E tel que (3 ) est vraie pour tout ¢’ < C. Les fa-
cteurs directs indécomposables de C’ sont de la forme Py avec M € (< C) pour
i # 0, donc il sont dans (E). On en déduit donc que C° est dans (E). Par conséquent,
Py est dans (E) pour M € .(C), ce qui montre (k). O
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On se donne maintenant une relation d’équivalence ~ sur E.

Proposition 9.2. —  On garde les hypothéses du lemme 9.1 et on suppose en plus que
R Hom*(C ®% 0, C' ®% &) = 0 pour tous C, C' € E avec C 7 C/.

Sout (X) la sous-catégorie de A-parf engendrée par X € E/ ~. Alors, on a une décomposi-
tion

A-parf = P (X).

XeE/~

Par conséquent, pour X € E/ ~, il existe un idempotent central ex de A tel que (X) =
Aex-parf et on a une décomposition de Uunité en somme d’idempotents orthogonaux

L

1:2 ex.

XeE/~

Démonstration. — Pour C et C’' deux complexes parfaits de A-modules, le mor-
phisme canonique R Hom*(C, () ®; /N R Hom*(C ®I[}~ o,C ®; 07) est un isomor-
phisme. Par conséquent, la nullitt de RHom®(C,C’) équivaut a celle de
R Hom*(C ®Y 0, C' ®% 0).

D’apres le lemme 9.1, la réunion des (X), ou X € E/ ~, engendre A-parf.
Puisque ces sous-catégories sont deux a deux orthogonales, la catégorie qu’elles en-
gendrent est leur somme directe. |

9.2. Décomposition en séries. — Nous allons démontrer que la catégorie AGF-parf
est engendrée par les complexes (Zy AT*" Jwexw) €t obtenir une décomposition de
cette catégorie paramétrée par les séries rationnelles. Pour cela, il nous suffira d’ap-

pliquer la proposition 9.2, la vérification des hypothéses résultant du travail effectué
dans le §8.

Si % est une série rationnelle de V(T, W, F), nous noterons 2., ’ensemble
des couples (w, ) ou w € W et 6 est un caractére linéaire de T*' vérifiant la pro-
priété suivante : il existe un AG'-module simple M tel que ((@), §) est un élément de
longueur minimale de V(T, W, ) vérifiant

R Hom®, g (7 AT ¢y, M) 5 0.

I résulte de la remarque 8.13 que si (w,0) € Zmin, alors w est de longueur
minimale dans sa classe de F-conjugaison.

Théoreme A. — Soit X~ une série rationnelle dans V (T, W, F). Alors, il existe un idem-

F . . .

polent central ey = ¢S de NG tel que chacune des familles suivantes engendre la catégorie
AGY¢y-parf :
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- {%wATWFee}(w,e)e%
- {ywATWFee}(w,e)e%
— ARy AT 69} 0.0e 2m
— A AT e} w.00e 2

On a une décomposition de 1 en somme d’idempotents centraux deux a deux orthogonaux

1 = Z ey .

ZeV(T,W.F)/ =w

Démonstration. — Soit E 'ensemble des complexes tfﬂ(w)ATWFeg[l(w)], ou (w, 0) €
Zin €t X décrit les séries rationnelles. On pose (w, ) < (w/,0) si w < w'.

D’aprés le lemme 8.8 et la proposition 8.12, pour tout AG-module simple M, il
existe C € E tel que R Hom*(C, M) # 0. D’apreés la proposition 8.10, si C est de lon-
gueur minimale avec cette propriété, alors R Hom®*(C, M) est concentré en degré 0.

On introduit la relation d’équivalence sur E donnée par (w,0) ~ («/,6') si
((w), 0) et ((w'),0") sont rationnellement conjugués. Alors, R Hom*(C,C’) = 0 si
C »# ¢ d’apres le corollaire 8.5.

Il résulte alors de la proposition 9.2 que {Fa AT ¢} pes,, engendre
AGFey-parf. On montre de méme que {Z4AT* ¢5}v.0)c2- engendre AGYey-parf.

L’isomorphisme (5.11) (dualit¢ de Poincaré) montre les assertions concernant les
complexes Ziy AT ey et ByAT* ¢y. O

Remarque 9.3. — Considérons tout d’abord le cas ou A = K. La catégorie
KG'-mod étant semi-simple, la catégorie KG"-parf est équivalente a la catégorie des
KG"-modules gradués.

Pour 2" € Vi(T,W, F)/ =y, on note &(G", 2") I'ensemble des caractéres ir-
réductibles x de G' tels qu’il existe (w, 0) € 2 avec < x, kR0 > # 0. 1l résulte du
théoreme A que

Irrg G' = ]_[ &G, 2)
2 eVK(T,W.F)/ =w
et que
XES(GY, 27)

ol ¢, désigne I'unique idempotent primitif central de KG" tel que x(e,) # 0. On
retrouve ainsi la décomposition de [DeLu].

Le morphisme canonique R — £ induit une bijection Vi (T, W, I) —N>Vk(T, W, F),
2 +— 2, compatible avec les séries rationnelles. Pour 2" € Vi(T,W,F)/ =y,
I'image de ¢y, € RG" dans £/G" est ¢,
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Par ailleurs, nous avons une application surjective Vg (T, W, F) — V,(T, W, I)
qui est obtenue par passage au quotient R — £ (en effet, un caractere linéaire
™" — KX est a valeurs dans R*). Elle induit une application surjective
Vi (T, W, F) - Vi(T, W, F) en composant avec la bijection décrite précédemment,
d’ou finalement une application surjective entre séries rationnelles Vi (T, W, F) / =y
— VR(T,W,F)/ =w, Z > Zp. Cette notation rappelle que cette application en-
voie un couple(w, 6) sur le couple (w,6,), ou 6, désigne la £'-partie du caractere
linéaire 6. Fixons une série rationnelle 2, € Vx(T, W, F)/ =y et posons

&G 2 = [] 6@ 2.

Zy=2

On a alors

€y = Z ey = Z eXERGF.

L= XEEGY, 2)

Nous retrouvons la compatibilité des séries avec les blocs établie par Broué et Michel
[BrMi, théoreme 2.2].

10. Foncteurs de Lusztig

10.1. Défimition. — Fixons une partie I de A. Nous notons Wy le sous-groupe de
W engendré par la famille (s,)qe1, Pr le sous-groupe parabolique BWB de G, Vi le
radical unipotent de P; et Ly le complément de Levi de V| dans P; contenant T. Le
groupe de Weyl de L relatif a T est alors égal a Wy. Nous notons aussi By le sous-
groupe de Borel de Ly égal a B N L; et U; son radical unipotent. Avec ces notations,
on a "7 = 7, si 7 désigne Pune des lettres B, L, P, U, V ou W.

Fixons maintenant un élément v de W tel que v¢p(I) = I. Alors, F normalise L;
et on pose

YI,U = {gV1 S G/V] | g_l Fg e Vo FV[}

Le groupe fini G" agit par multiplication a gauche sur la variété¢ Yy,. De méme, le
groupe L agit par multiplication a droite. Munie de ces deux actions, Yy, est une
G'-variété-Li" de dimension /(v). Elle est réguliére en tant que variété-Li¥. On définit
alors un foncteur entre catégories dérivées

%, :D'(ALF) —  D/(AGP)
G RIU(Y;) ® C.
Avec les notations du §3.2, on a #;, = %E’; (Y1,). Posons maintenant
T

X, ={gP € G/P, | g Ts e P Py},



CATEGORIES DERIVEES ET VARIETES DE DELIGNE-LUSZTIG 43

Alors, d’apres la proposition 5.1 appliquée a P=P, H=L=L,n=0ect H =1,
I’application naturelle

T[Lv : YI,L’ — XI,L’
gVI —> gPI

induit un isomorphisme de G'-variétés
Y,,/L' 5 X,
Pour finir, nous posons
X, ={gPreG/P | g g e Py Py}
et nous notons j1, 'immersion ouverte canonique
].I,v : XI,v — Xl,v-

C’est un morphisme de G*-variétés, ou G' agit sur X, par multiplication a gauche.
De plus, X, est une variété projective. Nous noterons .1, : Db(ALfF) — Df\(XLy)
, Y v
le foncteur noté .F i dans le §3.2.
T

10.2. Transitwvité et séries rationnelles. — On fixe une décomposition réduite v =
spoe-8 (5, €S etr=1[v)etonposev=_(s,...,5).
Soit w = (wy, ..., w,) une suite finie d’éléments de W;. On a des isomorphisme

de G'-variétés-T* (cf [Lul, lemme 3] et (5.5))

(10.1) Y, xpr Yol ow) > YO Gy, ..o, do, g, i) — Y& ! (wv)
(VD). Uy, ..., 0 U) —~ (ghU, ..., gh0)
(aU, ....gU) < (aU, ..., g:0).

Par conséquent, d’apres (3.4), on a

(10.2) R, 0 BT ~ HSF.

Si (w, ) € V(T, Wy, iF), alors (wv, 0) € V(T, W, I'). De plus, si (w, 0) =,y
(W', 0'), alors (wv,0) =y (Wv,0). Par suite, si 2 est une série rationnelle dans
V(T, Wy, oF), il existe une unique série rationnelle 2°¢ contenant (wwv, §) pour tout
(w,0) € 2. Le théoréme suivant (classique pour A = K) montre que les foncteurs
de Lusztig préservent les séries rationnelles.

Théoreme 10.3. — Sott 2~ une série rationnelle dans V (T, Wy, 0F) et soit M un complexe
. oF ]
dans Db(ALfFeEIg} ). Alors, %1, (M) est dans Db(AGFeg’;G).
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Démonstration. — Par la formule des coeflicients universels, on peut supposer, et
nous le ferons, que A est un corps.

c 1z N o LiF . N ;
Il suffit en outre de considérer le cas ot M = ALie¢,.. Mais, d’aprés le théo-
. . Li’F , . , .
réme A, AL{¥¢, est dans la sous-catégorie engendrée par les complexes R NT™ g,
ou (w, ) € Z". Cela montre qu’il suffit de considérer le cas ou M = R AT ¢
alors, %,(M) =~ RE AT ¢, d’apres (10.2). La conclusion provient alors du
théoréme A. o

10.3. Egquivalence de Morita. — Commengons par une définition. Le couple (w, 6) €
V(T, Wy, 0F) est dit (G, I)-régulier (respectivement (G, I)-super régulier) $’1l vérifie la pro-

priété suivante :

(R) St o € O est telle que 6 o Ny (V) = 1, alors o € Py.
(respectivement
(SR) St x € W est tel que *(0 o Ny) = 6 0 Ny, alors x € Wy.)

Lemme 10.4. —  Un couple (G, 1)-super régulier est (G, I)-régulier.

Démonstration. — Soient (w, 6) un couple (G, I)-super régulier et o € ® tel que
OoNyv(@¥) = 1. Pour tout A € Y(T), on a (s,—1)(A) € Za", donc O oNy((s,—1)(X))
=1, ce qui montre que (6 o Ny,) = 0 o N,,,. D’aprées (SR), on a alors s, € Wy, donc
[0S qD]. O

Remarque 10.5. — Soient (w, 0) et (W, 8’) deux couples de V(T, Wy, iF) qui
sont géométriquement conjugués. Alors, le couple (w, ) est (G, I)-régulier (respec-
tivement (G, I)-super régulier) si et seulement si le couple (w', 8) l'est. En effet, par
définition de la conjugaison géométrique, 6 o N, et 68" o Ny, sont conjugués sous Wi.

Une série rationnelle 2~ dans V(T, Wy, 0F) est dite (G, I)-réguliére (respective-
ment (G, I)-super réguliére) si un de ses représentants ’est. Compte tenu de la remarque
10.5, Z est (G, I)-réguliere (respectivement (G, I)-super réguliere) si et seulement si
tous ses représentants le sont.

La propriété des couples réguliers qui va nous étre utile par la suite est contenue
dans le lemme suivant.

Lemme 10.6. — Soit (w,0) € V(T, Wy, iF) un couple (G, 1)-régulier avec w €
YA U{1}). Alors, (wv)g = wyv.

Démonstration. — Notons tout d’abord que (wwv)y est calculé dans (G, I), alors
que wy lest dans (L, F). Remarquons ensuite que (wv)y; < wyv. Ecrivons w =
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(41 ..., t,) et soit ¢ un entier naturel tel que 1 <z < r. Il s’agit de démontrer que
Q(va(ﬂwv i) # 1. Dapres la propriété (R), il suffit de démontrer que B . & Pr.
wv.nti =1 ... ...sl-_l(ozv). MalS, h...l, €
Wi, donc on est ramené a prouver 'assertion suivante :

Speen Sl',l(Olv) ¢ qD].

Notons « la racine Gy, ,+; = @,;. Alors, B

Puisque (51, ..., s,) est une décomposition réduite de v, alors sy ...s_j(a") est
une coracine positive dont I'image par »~' est négative. Or, par hypothése sur o,
v ' (I) = ¢(I) C A. Donc v~ (d;N®T) C d*. Cela compléte la preuve du lemme 10.6.
O

Nous arrivons maintenant au résultat principal de ce travail :

Théoreme 10.7. — Soit X~ une série rationnelle (G, 1)-régulicre dans V (T, Wy, oF).
Alors, le morphisme canonique

Gl Z 1 AL 5 R(jy ) AL
JLo) Lo 1 g JLo)«Z 1o 1 o
est un isomorphisme.

Démonstration. — Notons ici ¢ : X, — X;, — X, 'immersion fermée cano-
nique. Il s’agit de démontrer que

1) PROLT 1 (AL ) =0,

La formule des coefficients universels montre qu’il suffit de prouver (1) lorsque A est

F
un corps, ce que nous supposerons. D’apres le théoreme A, le AL¥-module AL”F ey
est dans la sous-catégoric de AL{T-parf engendrée par les complexes 75" LFAT‘”"F
pour (w, ) € 2. Par suite, il suffit de démontrer que

2) FROjL)eZ 1L TAT ¢) = 0

pour tout (w, ) € Z avec w € Z(1U {1}).
Fixons un élément (w,0) € 2 avec w € X(I U {1}). On a un diagramme
commutatif

YI,U X YLI,&F(W) a . YI,v XLiF YL],i'F(w)
b ¥
v , v
YI,U X XLl,vF(w) a >YLU Xy XLI,Z}F(W)

XI,v
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ou les fleches horizontales sont les passages au quotient par Li¥, les fleches verticales
les passages au quotient par T**! et les fleches diagonales proviennent du morphisme
structurel X% (w) — SpecF.

On a des isomorphismes dans Df\vaF (X1.)

R((0)A =~ ((RER(Ha).A) ®‘A'L§F A (lemme 3.2)
~ (Re,Rb.A) ®kL§F A,
ce qui montre que
3) R((V) A ~ F1,(ALY) ®I;\Lj‘F RI(Y" ™ (w)).
Via l'isomorphisme (10.1), le morphisme ¢ devient

T: X%fwv) — X,
(ng, . ’gnB) > glPI
et aprés application de — ®% L AT*"*¢y, I'isomorphisme (3) devient
R7, 7" (AT ¢) =~ F | (ST AT ).

Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant :

XS wy) Y = XS (w)
v : v
XI,L’ I > Xl,m
ou T : X¢F(wv) - Xi,, (g¢B, ...,25B) — gP; est un morphisme projectif. Pour

démontrer (2), il suffit, en utilisant le théoreme de changement de base propre, de dé-
montrer que la restriction du complexe R( %), . Z™ (AT*¢) a XC(wv) -7 (Xy,)
est nulle. Notons 7, : X (wv) — 77'(X;,) — X%!(wv) ’immersion fermée cano-
nique. Il nous suffit de démontrer que

4) GR(ja)F 5 =0

On a

XGF (wv) — 7(X;,) = ]_[ X&F (w'v).

/
w <w

v <v

Mais le fait que 2 soit (G, I)-réguliere implique que (wwv), est égal & wyv (lemme
10.6). Le résultat découle alors du théoreme 7.7. O
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Remarque 10.8. — Le lecteur intéressé obtiendra sans difficulté une version sans
hypothese de régularité du théoreme 10.7 qui généralise le corollaire 7.6.

Corollaire 10.9. — Soit X~ une série (G, 1)-régulicre dans V (T, Wy, 0F). Alors,
. Lt
H (X, .7 LL,AL?%‘(;}) est un A-module libre, nul pour v # [(v).

Démonstration. — Par la formule des coefhicients universels, il suffit de démontrer
I’annulation dans le cas ou A est un corps.

Par application du foncteur R(wy, ). a Iisomorphisme du théoréme 10.7, on
obtient que le morphisme canonique Y

s L~ op LIF
R(wx, )71, AL ¢, — R(wx, )7 1,ALj ¢y
est un isomorphisme et le lemme 12.6 (joint au lemme 3.2) fournit la conclusion. 0O

Remarque 10.10. — Si la série 2~ est régulicre, alors la série 21 = {(w, 671)]
(w, 0) € Z'} est encore réguliere. On en déduit alors, comme dans la remarque 8.11,
que l'utilisation du lemme 12.6 se fait dans le cas particulier ot M et (M*)°P vérifient
les hypotheses.

Comme I’'a montré Broué [Br, pp. 61-62], le théoréme 10.7, qui est de nature
géométrique, admet pour conséquence le théoreme algébrique suivant (nous reprenons
la preuve de [Br, théoréme 3.3]). Lorsque A = K et ¢ est plus grand que le nombre de
Coxeter de G, ce résultat est di a Lusztig [Lu2, Proposition 6.6]. Pour le cas général
ou A = K, seule la concentration en un degré (non déterminé) de la cohomologie
était connue.

Théoreme B. — Soit 2~ une série (G, 1)-super regulzere dans V(T Wi, 0F). Alors, %,
induit une équivalence de Morita entre les A - algebm AL”Fe et AGYeS xG

Plus précisément, le complexe %y, A\ L?Fe% de (AG", LiFe% )-bimodules n'a de la co-
homologie qu’en degré [(v) et son [(v)-1eme bumodule de cohomologie induit [équivalence de Morita
décnile.

Démonstration. — Pour montrer I'équivalence de Morita, il suffit de considérer
le cas ou A est 'anneau R des entiers de K D’apres le lemme 10.4 et le corollaire
10.9, le bimodule M = H (X; ,, . R L”Fe 1) est le seul groupe de cohomologie non
nul du complexe parfait de RG'-modules % R L”Fe 2 donc il est projectif comme

RG'-module. De méme, il est projectif comme RLfFe% -module a droite.
Soit Mg = K ®g M. D’apres [Lul, théoreme 8], la (G, I)-super régularité de
Z" montre que

* ~ Ry
MK ®KGF MK = KLI oy -

B Please check
the linebreak.
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. F . F F .
Puisque KGFe%G est facteur direct du (KG" e%c, KGFe%G)-blmodule Mgk QL M,
Ly C , . . .p LiF ¥
on en déduit que Mgk induit une équivalence de Morita entre KLiFedo} et KG' e(;’fc.
L’équivalence de Morita sur R résulte maintenant de [Br, théoréme 2.4]. O

Remarque 10.11. — Le théoreme B montre la coincidence des matrices de décom-
position. Cette propriété avait été conjecturée par Hifl [Hi, p.342].
Remarque 10.12. — D’apres [Lul, proposition 12], on a dimMg ®gyr V =

¥
G|

G|, ) ,
i’/ . On déduit alors du théo-

iF
: oF L : N
ndim 'V, pour tout KL{"¢,- -module simple V, ot n = L

¥ . N N . . .
(;/G est isomorphe a une algébre de matrices de dimension 7 sur

réeme B que AG'e

iF
ALirF L
1 o -

11. Changement de point de vue

Nous avons pris le parti, pour la commodité des preuves, de travailler systéma-
tiquement avec des sous-groupes de Levi standards, quitte a modifier I'isogénie F. Le
but de cette partie est de traduire les résultats principaux qui précédent en ne s’in-
téressant qu’aux sous-groupes de Levi et aux tores maximaux F-stables. Ceci permet
d’alléger les notations et certains lecteurs y retrouveront un cadre plus familier.

Nous nous bornerons a énoncer les analogues des théoremes A, 10.3, 10.7 et B.

11.1. Notations. — Soit P un sous-groupe parabolique de G de radical unipo-
tent V, avec un complément de Levi F-stable L. Nous posons

YS={¢VeG/V|g'F(9 eV V)

et X$ ={sPecG/P| g 'F(g eP-"P}.

Alors, Yg est une G'-variété-L" (pour les actions par multiplication a gauche et a
droite), X§ est une G'-variété et le morphisme étale 7wy : Y§ — X§ induit un isomor-
phisme de variétés Y /LY ~ XS (cf (5.3) et §11.2). Nous définissons alors les foncteurs

#E_p: D'(AL") — D’(AG")

et S DI(ALY) — D'(AG")
comme au §3.2.
Pour finir, posons

Xp = (P G/P | ¢ 'F(g) €P-'P)

. G ,. . .
et notons j§ : X§ <> X, I'immersion ouverte canonique.
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11.2. Rapport avec les groupes L. — Nous expliquons ici le lien entre les variétés
Y$ et les variétés Yy, définies précédemment. Soit I Punique partie de A telle que
P soit conjugué a Py. 1l existe alors un élément x; € G tel que (L, Py) = (L, P).
Posons v, = xle(xl). Puisque L est F-stable, on a “"L; = L;. Par conséquent, il existe
a € Ly tel que (T, B;) = (T, By). Notons v I'image de as; € Ng(T) dans W. Nous
choisissons @ de sorte que av; = ?. Par le théoreme de Lang, on trouve b € L tel que
b= nFp = q.

Posons maintenant x = x;b. Alors x'F(x) = b~'9,F(b) = av; = i. De plus iF
stabilise By, donc vp(I) = I. D’autre part, *(Lj, P;) = (L, P) et 'application

LI—> L

g xgxil

induit un isomorphisme L — L', que nous noterons aussi par la lettre x. De plus,
”VI - V
Les applications
G
YV — YI,U
gV —> gV,

Xl(’; —> XI,U
P — aP;

Xg — XI,U
P — aP;

et

sont des isomorphismes, de G'-variétés-L" pour le premier, de G'-variétés pour le
second et le troisieme. Ici, Yy, est vue comme une variété-L* via 'isomorphisme x~'.

De plus, le diagramme correspondant

~
YS ~Y|,
Ty T[Lv
v v
X6 - X,
~ m
-G .
]P ]Lzz
v v
G ~
XP > XI,U

est commutatif.
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Ces isomorphismes permettent de faire le lien entre tous les objets définis
précédemment. Par exemple, on a un diagramme commutatif

DY(ALY) s >~ D'(ALY)
1L ~
‘%I(?C P 9?1’”
DY(AGY).

qui montre que I'on peut jongler entre les divers foncteurs de Lusztig.

Remarque 11.2. — 11 est facile de montrer que, si (I', ¢) est un autre couple
vérifiant les propriétés suivantes :

() TCA, 7 eW,

@) Vo) =1, |

(3) il existe ¥ € G tel que “(Ly,Py) = (L, P) et ! ¥ =/,
alors (I, ) = (I', ). On dira que le couple (I, v) est associé au couple (L, P).

11.3. Séries rationnelles. — Notons V(G, F) I'ensemble des triplets (T', B, 6'), ou
T est un tore maximal F-stable de G, B’ est un sous-groupe de Borel de G contenant
T et 0 : T" — A* un caractére linéaire d’ordre inversible dans A. Le choix de
1 et j fournit une partition de V(G, F) en séries rationnelles, 1.e., selon les classes de
G -conjugaison d’éléments de for; A (on note G2 | I'ensemble des éléments semi-
simples de G*" d’ordre inversible dans A). Nous noterons V(G, F, (5)ga+) la série
rationnelle associée a s € G:fn: A

Si (T',B',0") € V(L, F), alors il existe un unique élément w € Wy tel que
(A, wo) soit associé a (T', B'V). Il existe un élément y € G tel que ’(T, B) = (T', B'V)
et y7' ¥y = @b et, comme dans le paragraphe précédent, y induit un isomorphisme
T" S T“". On note 6 le caractére linéaire de T" correspondant a 6’ via y. Alors,
((w), 0) est dans V(T, Wy, iF) et il est défini de maniére unique par le triplet
(T',B',0).

Nous avons donc construit une application

Yrcp: V(L F) — V(T, Wy, oF).

Lorsque L = G (auquel cas I = A et v = 1), nous la noterons simplement .
Cette application conserve les séries rationnelles. Mieux, si 2 est une série ration-
nelle dans V(T, W, F) et si ((v), 0) € 2, alors il existe (T',B’,0") € V(G, F) tel que
w(T', B, 0") = ((v), 0). On a alors

’ ~ )
RS 5 NT 0y — Ry ATV e,

Cette discussion montre que le théoréme A devient :
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PN * . . . ¥
Théoreme A. — Pour (s)g € G:fm, A 7~ il exuste un idempotent central e, = e? =
F . .
eﬁs de NG" tel que la_famille (%%C];,AT’F 69)(T/,B/’Q)EV(G,F,(S)G*F*) (respectivement
G ¥ iy
(yT’CB’AT/ e@)(T’,B’,B)EV(G,F,(S)G*F*)) engendre AG e‘f—parf.
On a une décomposition de 1 en somme d’idempotents centraux deux a deux orthogonaux

l = ZL e.

¥
(‘;) G*F* € G:(em, A /N

Remarque 11.3. — On a G¥' . = G¥' . Pour s € G*¥" ;| la remarque 9.3

sem, R sem,k* sem,R>

R,y — E eK,l'

F*
(t)G*F* EG.fem /~
(1) P =(s) P

montre que

De plus, si (£)ga+ € G*F / ~, alors

sem

Kt = E e)(’

XEE(GE (1) o)
ou &(GY, (t)gw+) est la série de Lusztig rationnelle associée a (£)ge+.
Le théoréme 10.3 devient quant a lui :

Théoreme 11.4. — Soit s € L:‘ani A et soit M oun complexe dans Db(ALFe?F). Alors,
S _p(M) € D'(AG'S).

11.4. Equivalence de Morita. — Pour terminer la traduction et obtenir des résultats
équivalents aux théoremes 10.7 et B, nous devons voir ce que deviennent les défini-
tions de séries régulieres et super-réguliéres a travers 'application ¥ définie au para-
graphe précédent.

Fixons un élément semi-simple s € Gfr; A et un triplet (T',B,0) €
V(G, F, (s)g+). Notons T™ un tore maximal *-stable de G* dual de T".

Puisque (T, B’,8’) € V(G,F, (s)g+), on peut supposer que s € T, Alors
il existe A € Y(T™) = X(T') tel que s = Npw/p=(A(£)). On a alors, pour tout p €
Y(T') = X(T"™),

(11.5) 0'(Npap(n(9)) = k(¢ "Ny = ().

Fixons maintenant un sous-groupe de Levi IF*-stable L* d’un sous-groupe para-
bolique de G* dual de L et supposons que s € L . La série V(L, F, (s)++) est dite

sem, A *
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(G, L)-réguliere (respectivement (G, L)-super-réguliére) si Yy, c p(V(L, F, (s)p+)) est conte-
nue dans une série (G, I)-réguliere (respectivement (G, I)-super-réguliere) de
V(T, Wy, oF).

Lemme 11.6. — Avec les notations ci-dessus, V(L, F, (s)p+) est (G, L)-réguliere (res-
pectivement (G, L)-super-régulicre) si et seulement si Cg. (s) CL* (respectivement si et seulement st
Cg-(s) CL*).

Démonstration. — L’égalité 11.5 montre qu’une coracine de o’ de G relative a
T vérifie 0'(Npp(a¥(£))) = 1 si et seulement si elle vérifie a”(s) = 1 (ici, Y(T') a
été identifi¢ avec X(T"™)). Donc V(L, F, (s)p+) est (G, L)-réguliére si et seulement si
Cgx(s) CL”.

D’autre part, la méme égalité 11.5 montre quun élément w € Ng(T')/T’ sta-
bilise le caractére 6’ si et seulement si son correspondant w* dans Ng«(T")/T"™ stabi-
lise s. Donc V(L, F, (s)pa+) est (G, L)-super-réguliere si et seulement si Cg«(s) CL*.

O

Avant d’énoncer un équivalent du théoreme 10.7, nous avons besoin de quelques
notations. Si s € LY | nous noterons ﬁXL le systeme local sur la variété X§ associé
au AL'-module ALFeF. Il résulte alors immédiatement du lemme 11.6 que le théo-
reme 10.7 est équivalent au théoréme suivant :

Théoreme 11.7. — Soit s € LY . S Cg.(s) CL*, alors le morphisme canomique de

sem, A *

complexes (j$)F " = R(j$).FL est un isomorphisme.

De méme, d’apres le lemme 11.6, le théoréeme B est équivalent au théoreme
suivant, conjecturé par Broué [Br, p. 61] :

Théoreme B*. — Soit s € L:’fr; » lel que Cg:(s) CL*. Alors, le_foncteur Fg_p induil
une équivalence de Morita entre les A-algebres ALF({}‘F et AG" (;?F.

Plus précisément, le complexe ZE - I,ALF(Z:“F n’a de la cohomologie qu’en degré r = dim'V —
dim'V N YV et son r-ieme bimodule de cohomologie induit Iéquivalence de Morita décrite.

11.5. Décomposition de Jordan. — Rappelons tout d’abord que si s € for; A est
central, alors il existe un caractére linéaire 5 de G tel que 'automorphisme d’algébre
de AG' donné par g —> 5(g)g se restreint en un isomorphisme

#He AGF S 5 AGFS

s1 2 7 7z o
Revenons au cas d’un élément général s € G . On note L*(s) le sous-groupe

de Levi minimal de G* contenant Cg+(s) (i est F*Qstable). On note L(s) un sous-
groupe de Levi F-stable de G dual de L*(s). Le théoréeme B’ fournit une équivalence
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. F F . . , <, .

de Morita entre AL(s)"e*®" et AG"¢® . Ceci raméne I’étude des blocs, a équivalence
de Morita pres, a I'étude de blocs associés a un élément semi-simple quasi-isolé (ze,
a un élément s € GI, tel que Cg-(s) n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi

strict). Pour un groupe a centre connexe, un ¢lément semi-simple quasi-isol¢ du dual

est un élément isolé (i, un élément s € GI, |

tel que Cg.(s) n’est contenu dans aucun
sous-groupe de Levi strict).

Théoreme 11.8. — St Cgx(s) est un sous-groupe de Levi de G*, alors pour tout sous-
groupe parabolique P(s) de G de complément de Levi L(s), le_foncteur 9?1?@ Pl G ®p —) indut

. . ¥ .
une équivalence de Monita entre AL(s)Fe{“(S) et AG* e?r.

Deux raisons font que Cg-(s) n’est pas nécessairement un sous-groupe de Levi
de G*. D’abord, Cg+(s) peut ne pas étre connexe (cela ne peut étre arriver que si
Z(G) n’est pas connexe). Ensuite, le groupe Cg.(s) peut aussi ne pas étre un sous-
groupe de Levi de G* (cela ne peut arriver que si Pordre de s est divisible par un
nombre premier mauvais pour G).

Plus précisément, soit 7 (respectivement 7y) I’ensemble des nombres premiers
qui divisent |Z(G)/Z(G)°| (respectivement qui sont mauvais pour G). On pose 7 =
Uy, Sis est un 7'-élément, alors Cg«(s) est un sous-groupe de Levi de G* et le
théoréme 11.8 s’applique.

Pour un groupe de type A a centre connexe (par exemple un groupe linéaire
ou unitaire), alors 7 = ¢ : on a démontré la décomposition de Jordan des blocs. Sa
conséquence au niveau des matrices de décomposition avait été établie par Dipper et
James.

Pour un groupe de type B, C ou D, alors m = {2}. On a en particulier une
décomposition de Jordan des blocs pour £ =2 et A = R/I".

Remarque 11.9. — On ne dispose pas de construction (géométrique) d’un fon-
cteur qui pourrait induire une équivalence fournissant une décomposition de Jordan
générale.

12. Appendice : quelques lemmes géométriques

Nous rassemblons ici plusieurs résultats géométriques utiles dans le reste du texte.
Plus précisément, nous donnons quelques propriétés des foncteurs entre catégories de
A-faisceaux constructibles (images directes ou inverses, a support propre ou non). La
plupart de ces propriétés est bien connue (formules d’adjonction, de Kiinneth, di-
viseurs lisses a croisements normaux). Nous avons tout de méme inclus une preuve
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lorsque nous n’avons pas trouvé de référence satisfaisante. Les lemmes 12.3 et 12.6
b
qui semblent étre nouveaux, sont une variation sur un théme classique.

12.1. Autour de la formule de Kinneth. — Soit f : X; — Xy un morphisme de
variétés algébriques, soit A une A-algebre finie et soit 2 (respectivement Z5) un objet
de D%, (X)) (respectivement de D4 (Xy)). Le lemme suivant est un cas particulier de
la formule de Kiunneth (cf par exemple [Mi, chapitre VI, remarque 8.14]).

Lemme 12.1. — Le morphisme canonique (R Z)) ®% 25 — RA(Z; Q% f*25) est

un quasi-tsomorphisme bifonctoriel.
Le lemme qui suit est lui aussi classique.

Lemme 12.2. — St X5 est a cohomologie localement constante, alors le morphisme canonique

(Rf,20) ®% 25 = Rf(Z: ®% f* o) est un quasi-isomorphisme bifoncloriel.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer le lemme pour A = R/[" avec n > 0.
Il suffit aussi de traiter le cas ou 25 est un faisceau. Le faisceau 25 est localement
constant et I'isomorphisme est de nature locale, donc on peut supposer, en utilisant
le théoréeme de changement de base lisse [Mi, chapitre VI, théoreme VI.4.1] pour le

morphisme f, qu’il est constant. Dans ce cas, le lemme 12.2 est clair. O
12.2. Quasi-affimité. — Soit X une variété et .# un faisceau constructible sur X.
Soit D le foncteur de dualité de Verdier, D = R#m*(—, mx A).
Considérons le morphisme canonique de complexes cangy : R(mx) % —

R(mx)+% . Le lemme suivant montre quel parti on peut tirer du fait que ce mor-
phisme est un isomorphisme.

Lemme 12.3. — Supposons que X est quasi-affine, purement de dimension d, que N est
un corps et que D(F) a ses_faisceaux de cohomologie nuls en dehors du degré —2d.
St cang est un isomorphisme, alors, can g2z est un tsomorphisme et Hi(X, F)=0

pour 1 # d.

Démonstration. — Soit j : X — Y une immersion ouverte avec Y affine. On a un
diagramme commutatif, ou les fleches sont les morphismes canoniques

cang

R(wy) ) F > R(my)RjF

\/

R(ﬂY)*]!y
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Puisque Y est affine, on a H(Y, ;. %) = 0 pour i ¢ [0...d], donc H(X, .#) = 0
pour ¢ € [0...d].
On a (dualité¢ de Verdier=adjonction entre R(x), et )

H(X, %) ~ H* (X, Z)*

ou ¥ = H#~*D(F). Par conséquent, la proposition résultera de ce que cang est un
isomorphisme.

Nous allons déduire cect d’un résultat plus général. Soit f : X; — Xy un mor-
phisme de variétés. Soit C; € D (X)).

Nous allons maintenant rappeler une construction classique, qui s’effectue en
étudiant séparément le cas ou f est propre et le cas ou f/ est une immersion ouverte
(cf [KaScha, exercice II1.9 (ii1)] pour le cas de la topologie classique).

On a un diagramme commutatif

RfR#om* (C, f'Cy) > Room* (Rf,.Cy, Cy)

v v
Rf.R#om* (Cy, f1Cy) - > Rom* (RfCy, Cy)

ou les fleches verticales proviennent des morphismes canoniques Rff — Rf,, la seconde
fleche horizontale provient de I’adjonction entre Rf; et /.

On déduit du diagramme précédent un diagramme commutatif

R(mx) D(F) T > R(x)F)"
canp(7) can’;
\ \
R(mx).D(F) -~ = REx)F)*

Par conséquent, canpz) est un isomorphisme, donc cang aussi. O

Remarque 12.4. — Dans [Ha], Haastert démontre ce résultat en supposant que
canp(z) est un isomorphisme.

Remarque 12.5. — Si, dans le lemme 12.3, on suppose que X est affine et non
pas seulement quasi-affine, alors la conclusion est bien connue.

Passons maintenant a I'application qui nous est utile.
Soit G un groupe fini agissant sur X.
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Lemme 12.6. — Supposons la variété X quast-affine, lisse, purement de dimension d, et
supposons que N est un corps. Supposons de plus que les stabilisateurs de points de X dans G sont

d’ordre inversible dans A.
Soit M un AG-module tel que le morphisme canonique RFC(X)(X)II{GM — RF(X)®II§GM
est un isomorphisme. Alors, le complexe RT" (X) ®kG M n’a de homologie qu’en degré d.

Démonstration. — Soit 7 : X — X/G le morphisme quotient et .# = 7, Ax Qac
Mx,i. D’aprées le lemme 3.2, le morphisme cang est un isomorphisme.

Un calcul simple utilisant les adjonctions entre 7, et ' et entre ® et Hom four-
nit

D(%) ~ D(m,.Ax ®I,§G Mx/c) ~ m.D(Ax) ®I,§G (M*)Q’f/c-

Puisque X est lisse, on a D(Ax) >~ Ax[2d]. L’hypothese sur les stabilisateurs de points
de X permet d’appliquer le lemme 3.2 et donc de conclure que

D(F) = 1, Ax ®xc M)y 6[2d].

Puisque X/G est quasi-affine, le lemme 12.3 fournit le résultat. O

12.3. Diviseurs a croisements normaux. — Soit X une variété lisse et soit X un ouvert
de X. Nous noterons ¢ : X — X I'immersion ouverte canonique. Nous supposons que
le complémentaire de X dans X est une réunion finie

U p.

ou les D; sont des diviseurs lisses a4 croisements normaux.

Par ailleurs, si JCI, nous noterons Xj = (ﬂieJ D, — (UZ.GI\J D,). Selon les con-
ventions usuelles, X; = X et X; = (1), D;. Notons y : Xj = X I'immersion locale-
ment fermée canonique.

Le résultat suivant est classique (cf par exemple [SGA4;, (1.3.3.2) p. 253)) :

Lemme 12.77. — St JC1 et st n € N, alors

. . @ 1JI
IR Ax > AXJ( ")
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